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Vorwort zur 1. Auflage 



Die zweib an dige Darstellung des ,, Operations Research “ — Band 1: „ Line are Pla- 
nungsrechnung und Netzplantechnik“, Band 2: ,,Methoden der Entscheidungsvor- 
bereitung bei Risiko** — ist aus Vorlesungen, die ich an der Fachhochschule fur Wirt- 
schaft in Pforzheim , der Wurttembergischen Verwaltungs- und Wirtschafts-Akade- 
mie und der Verwaltungs- und Wirtschafts-Akademie Baden gehalten h'abe sowie aus 
einer Reihe von Kompaktseminaren mit Wirtschaftspraktikern hervorgegangen. Sie 
wendet sich vornehmlich an Studierende der Betriebswirtschaft sowie an Praktiker 
in den Unternehmen, die sich mit dem Einsatz von Methoden zur Vorbereitung op- 
timaler Entscheidungen auf quantitativer Basis beschaftigen oder ein Bediirfnis zur 
Weiterbildung haben. 

Dargestellt sind die Grundlagen, Techniken und betriebswirtschaftlichen Anwen- 
dungsmoglichkeiten des Operations Research. Die beiden Bande haben einfiihren- 
den Charakter. Insbesondere habe ich mich bemiiht, der Mathematik als Hilfsmittel 
des Operations Research die ihr zukommende begrenzte Rolle einzuraumen und sie 
so darzustellen, daft die Bande auch von solchen Lesern leicht gelesen werden kon- 
nen, fur die die Mathematik in der Schule nicht gerade Lieblingsfach war oder fur 
die die Schulzeit schon lange zuriickliegt. Aus diesem Grunde wurde auch auf die 
Verwendung der Symbolik der Mengenlehre verzichtet. Das Schwergewicht wurde 
auf eine Demonstration der Losungsmethoden an betriebswirtschaftlichen Problem- 
stellungen sowie auf deren okonomische Interpretation gelegt. Dazu wird eine Rei- 
he von didaktisch sinnvollen Beispielen aus der Planungspraxis verschiedener be- 
triebswirtschaftlicher Funktionsbereiche behandelt. Ein Selbststudium sollte mit 
den beiden Banden moglich sein, zumal die notwendigen Grundlagen — die mehr 
den Charakter von Hilfsmittein haben — in Form von Exkursen relativ ausfiihrlich 
erortert werden (z.B. „Begriffe und Regeln der Matrizenrechnung“ bzw. der ,,Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung“, ,,Einfuhrung in Stichprobentheorie“, ,,Grundbegriffe der 
mehrperiodischen Investitionsrechnung“). 

Der hier vorliegende erste Band enthalt neben einer Einfuhrung die bekanntesten 
und wohl auch am meisten in der betriebswirtschaftlichen Praxis angewendeten Ge- 
biete des Operations Research, namlich die linear e Planungsrechnung und die Netz- 
plantechnik. 

Im zweiten Band , .Methoden der Entscheidungsvorbereitung bei Risiko** wird ganz 
gezielt nicht von der Pramisse vollstandiger Information ausgegangen, sondern ver- 
sucht, der Tatsache Rechnung zu tragen, daB sich der Entscheidungstrager bei der 
Suche nach optimalen Losungen in einer Risiko situation befindet, d.h. daB er nur 
mangelhafte Kenntnisse iiber die kiinftige Entwicklung hat. Dabei kann es nicht 
darum gehen, das Risiko durch raffinierte Methoden aus dem Wege zu raumen. Das 
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Ziel besteht vielmehr darin, das Risiko sicbtbar zu machen und es nach Moglichkeit 
zu quantiftzieren. Im einzelnen umfaBt der zweite Band Kapitel iiber die Simula- 
tion , Warteschlangentbeorie, Entscheidungsbaumverfabren und die Behandlung sto- 
chastischer Ablaufe als Markov-Prozesse. Mancher Leser wird das eine oder andere 
Thema, wie z.B. die Spieltheorie, vermissen. Bei der Auswahl habe ich mich aber 
nicht zuletzt von dem fortgeschrittenen Entwicklungsstand der Methoden und ihren 
praktischen Anwendungsmoglichkeiten leiten lassen. 

Bei meinem Freund und Kollegen Professor Dr. Fritz Wegner mochte ich mich sehr 
herzlich fur wertvolle Anregungen und Diskussionen bedanken. 



Bodo Runzheimer 



Vorwort zur 2. Auflage 



Auf die beiden Bande “Operations Research I und 11“ ist eine groBere Anzahl 
positiver Stellungnahmen von Fachkollegen und Praktikern — fiir die ich sehr dank- 
bar bin — bei mir eingegangen. Dies und die Tatsache, daB rund vier Jahre nach 
Erscheinen der ersten Auflage eine zweite notwendig ist, zeigen, daB dieses Lehr- 
buch sowohl im Hochschulunterricht als auch in der Praxis Anerkennung gefunden 
hat. 

Fiir die zweite Auflage wurde der Aufbau beibehalten. Der Inhalt wurde verbessert 
und aktualisiert. Es erfolgte eine Erweiterung im 3. Kapitel ,,Netzplantechnik“ um 
,,Vorgangsknotennetze“. 

Fiir Anregungen und Kritik bin ich auch weiterhin dankbar. 



Bodo Runzheimer 
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Erstes Kapitel: 
Einleitung 



I. Einige Bemerkungen zur Entwicklung des Operations Research 

Operations Research — kurz OR — ist relativ jung, so daft nicht viel zu seiner Ge- 
schichte zu sagen ist. In England und in den USA wurden mathematische Methoden 
zur Analyse von kriegsstrategischen Entscheidungen wahrend des Zweiten Weltkriegs 
eingesetzt. Dabei ging es damals z.B. um die Untersuchung des optimalen Einsatzes 
von Flugzeugen und Flakgeschiitzen sowie die optimale Zusammenstellung von Ge- 
leitziigen. Zu dieser Zeit wurde auch der Begriff Operations Research bzw. Opera- 
tional Research gepragt. Als Zeitraum der Entstehung dieser Disziplin gilt die Zeit 
ab 1940, obwohl es eine Reihe von Vorlaufern des Operations Research gibt (Miiller- 
Merbach , H., 1973, S. 10). 

Nach dem Zweiten Weltkrieg fanden die mathematischen Planungsmethoden auch 
auf privatwirtschaftliche Probleme Anwendung. 1952 wurde in den USA die 
„ Operations Research Society of America “ (ORSA) gegriindet. Es folgten 1954 in 
England die ,, Operational Research Society “ (ORS), 1956 in Frankreich die „Socie- 
te Frangaise de Recherche Operationelle t( (SOFRO) und in der BRD 1957 der 
..Arbeitskreis Operational Research “ (AKOR) und 1971 die „ Deutsche Gesellschaft 
fur Operations Research “ (DGOR). Ferner gibt es in den meisten Industrielandern 
nationale Vereinigungen der an OR interessierten Kreise. 1958 vereinigten sich die 
nationalen OR-Gesellschaften in der ..International Federation of Operational Re- 
search Societies “ (IFORS). Von den OR-Gesellschaften wird eine Reihe von Fach- 
zeitschriften herausgegeben (z.B. Zeitschrift fur Operations Research seit 1972, Ab- 
lauf- und Planungsforschung (1959—1971), Unternehmensforschung (1956— 1971), 
Operational Research Quarterly (England seit 1950), Operations Research (USA 
seit 1952), Revue Fran£aise de Recherche Op^rationelle (Frankreich seit 1956). 

Fur den Begriff Operations Research sind eine Reihe von deutschen Obersetzungen 
vorgeschlagen worden, wie z.B. Ablaufforschung, Entscheidungsforschung, Opera- 
tionsforschung, Optimalplanung, Unternehmensforschung, Verfahrensforschung. 
Bisher hat jedoch keiner von den deutschen Namen eine hinreichend breite Aner- 
kennung gefunden, so daft immer mehr die angloamerikanische Bezeichnung Opera- 
tions Research beibehalten wird. 

Man kann heute feststellen, daft die Methoden des Operations Research in der Theo- 
rie — von Ausnahmen abgesehen — geniigend weit entwickelt sind. Ihre Anwendung 
in der Praxis ist aber immer noch als unzureichend anzusehen ( Stahlknecht . P., 
1970, S. 2, Miiller-Merbach.H ., 1976). 
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II. Begriff Operations Research 



Die Vorstellungen dariiber, was Operations Research ist, gehen noch immer weit 
auseinander. Bei einem Wettbewerb der Operational Research Society iiber eine 
neue Definition von Operations Research, zu dem rund 60 Vorschlage eingingen 
( Miiller-Merbach , H., 1976, S. 140 f.), wurde mehrheitlich die folgende Definition 
als besonders charakteristisch ausgewahlt (iibersetzt): 

Unter Operations Research versteht man die Anwendung von wissenschaftlichen Er- 
kenntnissen auf das Problem der Entscheidungsfindung in der Unsicherheits- oder 
Risikosituation , mit dem Ziel, den Entscheidungstragem bei der Suche nach opti- 
malen Losungen eine quantitative Basis zu liefem. Dabei konnen grundsatzlich Er- 
kenntnisse aus alien wissenschaftlichen Disziplinen herangezogen werden. 

An Hand dieser Definition lassen sich folgende wesentliche Begriffsmerkmale des 
OR ableiten: 

(1) Ansatzpunkte fur Operations Research bilden Entscheidungsprobleme , fur die 
Losungen gesucht werden. Mit OR sollen Entscheidungen vorbereitet werden 
(Entscheidungsvorbereitung). OR steht damit im Dienste aller Entscheidungs- 
trager in Wirtschaft und Verwaltung. 

(2) Es werden optimale Losungen angestrebt. Die Entscheidungsvorbereitung kann 
in der Erarbeitung einer optimalen Losung bestehen, wenn eindeutige Ziele 
(operational formulierte Ziele) vorliegen und die Entscheidungssituation voll- 
standig quantitativ erfaftbar ist. Oblicherweise geht es bei der Entscheidungs- 
vorbereitung um die Untersuchung und den Vergleich von alternativen Ent- 
scheidungen, alternativen Strategien oder alternativen Systementwiirfen. 

(Der Begriff „ optimal “ („beste“) bedarf in jedem Fall einer genaueren Definition des kon- 
kreten Optimierungszieles, das eine Maximierung oder eine Minimierung beinhalten kann. 
Der Begriff Optimum wird in der Literatur oft falsch gebraucht, wenn z.B. von ..optima- 
len“ Kosten die Rede ist, sind die ,,minimalen“ Kosten gemeint. Der Begriff ..optimal 14 
setzt eine nicht genannte Grofie (Zielfunktion) voraus, die einen extremen Wert annimmt. 
Man spricht von einem optimalen Absatz- oder Produktionsprogramm, wenn z.B. der Dek- 
kungsbeitrag maximiert werden soil. Oder man spricht von einem optimalen Transportpro- 
gramm, wenn z.B. die Kosten minimiert werden sollen. In Zusammenhang mit dem Begriff 
..optimal 44 wird also die zu extremierende Grofte nicht genannt, w ah rend sie in Zusammen- 
hang mit den Begriffen ..maximal 44 oder ..minimal 44 immer genannt wird.) 

(3) Die Entscheidungsvorbereitung soli eine quantitative Basis liefem. Dies setzt 
voraus, daft die Daten , die in das OR-Modeil eingehen, quantifizierbar und hin- 
reichend genau bestimmbar sind. Um das Problem besser verstehen und trans- 
parent darstellen zu konnen, wird im allgemeinen versucht, das zu losende Pro- 
blem als Ausschnitt der Realitat in einem (haufig mathematiscben) Modell ab- 
zubilden, d.h. das Problem modellhaft zu strukturieren. 

(4) Zur Untersuchung des zur Losung anstehenden Problems werden grundsatzlich 
Erkenntnisse aus alien wissenschaftlichen Disziplinen herangezogen, soweit sie 
zum Verstandnis des Problems und zu seiner Losung beitragen konnen. OR ist 
insoweit interdisziplinar („Teamwork“). 
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(5) Der Entscheidungstrager befindet sich bei der Suche nach einer optimalen Lo- 
sung in einer Ungewifiheits- oder Risikosituation , d.h. er hat nur mangelhafte 
Kenntnisse iiber die kiinftige Entwicklung.(OR geht also nicht von der Pramisse 
der vollstandigen Information aus). 



III. Typische Vorgehensweise des Operations Research 



Die typische Vorgehensweise des Operations Research bei der Losung realer Pro- 
bleme ergibt sich aus dem Begriff OR und laftt sich nach F. Hanssmann (1974, 
S. 5 ff) in neun Schritten beschreiben: 

1. Schritt: 

Allgemeine Erorterung des Entscheidungsproblems; dabei ist u.a. der Entschei- 
dungsspielraum (der durch entsprechende ,,Restriktionen“ der Variablen gegeben 
ist) abzustecken ( Vertrautmachen mit dem Entscheidungsproblem) . 

2. Schritt: 

Sammlung und Auswahl der Entscheidungskriterien. Die Entscheidungskriterien er- 
geben sich aus einer Konkretisierung (Operationalisierung) des angestrebten Zieles. 
Je nach Sachlage konnen Gewinn, Kosten, Marktanteile, Fertigungszeiten etc. quan- 
tifizierbare Entscheidungskriterien sein. 

3. Schritt: 

Formulierung der moglichen Umweltbedingungen (insbesondere der charakteristi- 
schen Vmweltparameter mit den moglichen Werten, die sie annehmen konnen). 
Eine vollstandige Formulierung der moglichen Umweltbedingungen ist im allgemei- 
nen nicht moglich (die notwendige Bewertung ist ein schwieriges Problem). 

4. Schritt: 

Formulierung von Handlungsmoglichkeiten ( Entscheidungsaltemativen ). 

5. Schritt: 

Formulierung eines (mathematischen) Modells , d.h. Darstellung der funktionalen 
Zusammenhange zwischen Entscheidungsaltemativen und Umweltfaktoren einer- 
seits sowie dem Entscheidungsergebnis, gemessen mit Hilfe der Entscheidungskri- 
terien, andererseits. 

6. Schritt: 

Prognose der Werte , die die Vmweltparameter annehmen konnen (Prognose der 
Entwicklung des Datenrahmens ) . Voraussagen konnen im allgemeinen nicht mit 
Sicherheit erfolgen. 



15 




7. Schritt: 

Untersuchungen am Modell. Darstellung der Auswirkungen der verschiedenen Hand- 
lungsalternativen auf die Werte der Entscheidungskriterien unter Beriicksichtigung 
der Prognosewerte fur die Umweltparameter. Angesichts der bestehenden Unsicher- 
heiten, die sich nicht vollig eliminieren lassen, wird ausdriicklich anerkannt, daft es 
eine strenge Vorausberechnung von Entscheidungsergebnissen nicht gibt. 

8. Schritt: 

Berichterstattung gegeniiber den Entscheidungstragern und Diskussion der Ergebnis- 
se als quantitative Basis fur die Wahl einer der Entscheidungsalternativen. Gegebe- 
nenfalls sind einige der vorhergehenden Schritte zu wiederholen. 

9. Schritt: 

Da sich die Untersuchungen am Modell auf quantitative Beziehungen beschranken, 
miissen die nichtquantifizierbaren relevanten Tatbestande (sog. Imponderabilien) 
vom Entscheidungstrager bei der Entscheidung noch angemessen beriicksichtigt wer- 
den. 

Operations Research ist zwar ohne mathematische Modelle und Verfahren nicht 
denkbar. Andererseits spielt die Mathematik als Hilfsmittel des Operations Research 
nur eine begrenzte Rolle in dem fur OR charakteristischen Prozeft der Entschei- 
dungsvorbereitung. Die mathematischen Entscheidungsmodelle weisen Vorziige auf, 
die mit der Klarheit und Prazision der besonderen Sprache der Mathematik ( For - 
malsprache) zusammenhangen. Die Entscheidungsvorbereitung mit Hilfe des Opera- 
tions Research unterstellt, daft rationale Entscheidungen angestrebt werden. Die 
Mathematik, als Teildisziplin der Logik, ist in dieser Beziehung als Hilfsmittel auch 
pradestiniert, da sie die Gesetze der Logik formalisiert. Die Formulierung des oko- 
nomischen Prinzips verlangt geradezu nach der Anwendung einer Formalsprache 
wie der Mathematik. Sollen die Untersuchungen am Modell durch EDV-Anlagen un- 
terstiitzt werden, so sind die genannten Eigenschaften eines Modells*. Klarheit, Pra- 
zision und Rationalitat unabdingbar. 



IV. Modelle als Hilfsmittel des Operations Research 



Eine detaillierte umfassende Beschreibung der betrieblichen Wirklichkeit (und da- 
mit auch des betrieblichen Entscheidungsprozesses) mit all ihren Ursachen und Wir- 
kungszusammenhangen ist nicht moglich. Die betriebliche Wirklichkeit ist — so wie 
sie uns gegeniibertritt — viel zu komplex, als daft wir sie in ihrer Ftille in alien Ein- 
zelheiten erfassen konnten. Man muft sich deshalb gewissermaften eines Kunstgriffs 
— des Modells — bedienen, um zu einer naherungsweisen Vorstellung von der Wirk- 
lichkeit zu kommen. Durch Abstraktion und Vereinfachung wird versucht, das 
Realproblem moglichst weitgehend strukturgleich als Formalproblem in einem Mo- 
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dell abzubilden. Unter Struktur wird dabei die Gesamtheit der Eigenschaften und 
Relationen des Ausschnitts aus der Wirklichkeit verstanden. Das ist nicht gleichbe- 
deutend mit dem Versuch, die voile Realitat in dem Modell einfangen zu wollen. 
Vollig strukturgleich kann die Abbildung der Wirklichkeit nicht sein. Diese Auf- 
gabe konnte kein Modell erfiillen. Das Ziel einer Modellbildung, namlich die sehr 
komplexe Wirklichkeit erfaftbar und durchschaubar zu machen, miiftte unterge- 
hen. Die Realitatsnahe eines Modells hat also ihre Grenzen. Sie liegen dort, wo das 
Modell seine Durchschaubarkeit verliert. Im Modell miissen also die fiir den jeweili- 
gen Erkenntniszweck wesentlichen Eigenschaften und Relationen des Problems wie- 
dergegeben werden. 

Modelle sind also gedankliche Hilfsmittel — gewonnen durch Vereinfachung (Ab- 
straktion) — zur iibersichtlichen Darstellung von unanschaulichen Objekten und 
komplexen Vorgangen ( Bonhoeffer , K. F ., 1948, S. 3 ff.). Das Modell ist lediglich 
eine Approximation der Wirklichkeit. 

Fiir die Darstellung der Teilzusammenhange stehen verschiedene Formen und Mittel 
der Abbildung zur Verfugung: 

(1) Die anschaulichste Form stellt das physische oder ikonische Modell dar. Bei- 
spiele sind korperliche Nachbildungen — Holz-, Plastik- oder Gipsmodell eines 
Baukorpers oder Stadtteils — , Landkarten, Konstruktionszeichnungen. Inner- 
halb der Wirtschaftswissenschaften haben physische Modelle praktisch keine 
Bedeutung erlangt. 

(2) Die symbolischen (sprachlichen) Modelle sind fiir die Wirtschaftswissenschaft 
besonders wichtig. Mit Hilfe einer Sprache mit ihrem System symbolischer Zei- 
chen und dem zugehorigen System syntaktischer und semantischer Regeln wird 
die Struktur des zu untersuchenden Tatbestandes approximiert und in ihrer 
Problematik untersucht. Dient als Sprache die iibliche Alltagssprache (oder eine 
daraus entwickelte Fachsprache), so handelt es sich um ein verbales Modell. 
Kiinstliche Sprachen, wie logistische und mathematische Systeme, werden Kal- 
kiile genannt; Modelle, in denen sie zur Anwendung gelangen, werden Kalkiil- 
modelle (KOSIOL) oder auch symbolische Modelle genannt. 

Die Symbolmodelle sind also mathematische (oder auch logistische) Modelle. 
Ein anderer wichtiger Gliederungsgesichtspunkt ist die Funktion , die die mathema- 
tischen Modelle erfiillen sollen. So kann man in Anlehnung an die Stufenfolge eines 
wissenschaftlichen Erkenntnis- und Anwendungsprozesses (schlagwortartig: Erkla- 
ren, Beweisen, Anwenden) unterscheiden zwischen: 

(1) Erklarungsmodellen; 

(2) Falsifizierungsmodellen; 

(3) Entscheidungsmodellen. 

Diese drei Modell typen unterscheiden sich nicht in ihrem strukturellen Aufbau, 
sondern lediglich durch die Verschiedenartigkeit der bei der Formulierung des Mo- 
dellansatzes verwendeten Daten ( Angermann , A., 1963, S. 15 ff.). Das Erklarungs- 
modell verwendet keine empirischen, sondern angenommene (hypothetische) Daten. 
Im Falsifizierungsmodell kommen reale (empirische) Daten zum Zuge. Derartige 
Modellkonstruktionen werden in der Absicht vorgenommen, die in einem Erkla- 
rungsmodell gemachten Aussagen durch eine quantitative Auswertung des betrieb- 
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lichen Geschehens zu erharten, Gesetzmaftigkeiten aufzusuchen und sie auf die 
Zukunft zu iibertragen (Prognosemodelle). Dem Falsifizierungsmodell ist als Instru- 
ment der Oberpriifung auch eine revidierende Funktion iibertragen. Im Operations 
Research hat man es ganz iiberwiegend mit mathematisch formulierten Entschei - 
dungsmodellen zu tun. Die Daten , die in einem Entscheidungsmodell verarbeitet 
werden, sind geplante und prognostizierte Grofien. ErfahrungsgemaB wird ein Ent- 
scheidungsmodell oft aus einem nicht empirisch erharteten Erklarungsmodell abge- 
leitet. Die Oberpriifung erfolgt dann gewissermaBen nachtraglich durch eine Soil— 
Ist— Abweichungsanalyse. Da Planung ohne Kontrolle sinnlos ist, folgt auf die Ent- 
scheidungsphase eine Kontrollphase, in der ein Kontrollmodell (die geplanten und 
prognostizierten Daten des Entscheidungsmodells werden mit den erhobenen Ist- 
daten des modellmaBig erfaBten Betriebsgeschehens verglichen) zur Anwendung ge- 
langen kann. 

Fiir den Einsatz von EDV zur Behandlung von Entscheidungsmodellen (zur Losung 
von Optimierungsproblemen) kommt den Standardprogrammen (Bibliothekspro- 
grammen) eine groBe Bedeutung zu. Die wichtigsten Algorithmen, fiir die Standard- 
programme vorliegen, sind die Simplexmethode, Methoden zur Losung linearer 
Gleichungssysteme und zur Inversion von Matrizen, Methoden zur Losung des 
Transport- und Zuordnungsproblems, Entscheidungsbaumverfahren und verschie- 
dene Verfahren der Netzplantechnik. 



Obungsfragen zum 1. Kapitel 

1. Welches sind die wesendichen Begriffsmerkmale des OR? 

2. In welche Schritte laBt sich die typische Vorgehensweise des OR bei der Losung realer Pro- 
bleme gliedern? 

3. Welche Funktion kommt der Mathematik im Rahmen des OR zu? 

4. Warum bedient man sich der Modelle als Hilfsmittel des OR? 

5. Wie lassen sich die Modelle klassifizieren? 

6. Worin unterscheiden sich die Erklarungs-, Falsifizierungs- und Entscheidungsmodelle? 

7. Was ist ein mathematisches Entscheidungsmodell? 

8. Warum laBt sich die voile Realitat eines Entscheidungsproblems niemals in einem Modell 
einfangen? Welche Probleme ergeben sich daraus? 
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Zweites Kapitel: 

Lineare Planungsrechnung 



I. Einfiihrung 

Die lineare Programmierung bzw. lineare Optimierung oder lineare Planungsrech- 
nung (die Begriffe werden synonym verwendet) ist ein Spezialfall der mathemati- 
schen Optimierung. Sie beruht auf der Prainisse, daft sich die Zielsetzung und alle 
Nebenbedingungen der Optimierung durch lineare Funktionen erfassen lassen. 

Im Zuge der Entscheidung durch betriebliche Entscheidungstrager fallen auch 
solche Planungsprobleme an, die eine lineare Struktur besitzen — oder sich durch 
unerhebliche Veranderungen in eine lineare Struktur iiberfuhren lassen. 

Trotz der sehr einschrankenden Annahme kommt den linearen Entscbeidungsmo- 
dellen eine zentrale Bedeutung in der Praxis zu; zeigen sie doch eine Reihe der 
grundlegenden Probleme auf, denen sich der Entscheidungstrager beim Planungs- 
prozeB gegeniibergestellt sieht. Dariiber hinaus liegt ein grofter Vorteil der linearen 
Optimierung darin, date sie exakte Losungen ermoglicht. 

Die lineare Optimierung ist zusammen mit der Netzplantechnik das bisher bekann- 
teste und wohl auch am meisten angewendete Gebiet des Operations Research. Die 
lineare Programmierung geht im wesentlichen auf den Amerikaner G. B. Dantzig 
zuriick (1951; weitere Pioniere zahlt Muller-Merbach, H., 1973, S. 89 auf). Er ent- 
wickelte in den vierziger Jahren den Simplex-Algorithmus (1947), der als Losungs- 
verfahren bei der Planung der verschiedenen Aufgaben der amerikanischen Luft- 
waffe verwendet werden sollte. Der Simplex-Algorithmus ist auch heute noch das 
bei weitem wichtigste Verfahren zur Losung linearer Optimierungsmodelle. So lagen 
die ersten Anwendungen der linearen Planungsrechnung auf militarischem Gebiet. 
Es folgten dann die ersten Versuche, die lineare Optimierung fur Zwecke der Unter- 
nehmensplanung einzusetzen. Man erkannte, daft hier eine ganze Anzahl von Proble- 
men mit Hilfe der linearen Planungsrechnung gelost werden kann. Ihre praktische 
Anwendbarkeit erreichte die lineare Planungsrechnung erst durch die Entwicklung 
wirksamer elektronischer Rechenanlagen. 



II. Formulierung der Grundaufgabe der linearen Planungsrechnung 

Der mathematische Kern der linearen Optimierung ist einfach zu beschreiben. Es 
handelt sich um die Aufgabenstellung, eine lineare Zielfunktion (Funktion von 
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Variablen) zu maximieren (Maximierungsaufgabe) oder zu minimieren (Minimie- 
rungsaufgabe) , wobei die Variablen einem System linearer Gleichungen bzw. Unglei- 
chungen (lineare Nebenbedingungen) gemigen miissen. AuBerdem diirfen die Varia- 
blen nicht negativ sein (Nichtnegativitatsbedingung). Materiell geht es bei der linea- 
ren Optimierung um die optimale Aufteilung knapper Giiter auf konkurrierende 
Verwendungszwecke bzw. um die optimale Zusammenstellung von Giiterkombi- 
nationen zur Erfullung vorgegebener Zwecke (okonomisches Prinzip). 

Zwei typische Beispiele mit Standardansatz 

Im folgenden werden zwei typische — gegeniiber der Wirklichkeit jedoch stark ver- 
einfachte — Entscheidungssituationen als Demonstrationsbeispiele behandelt. 



A. Maximierungsaufgabe: Optimierung eines Prodnktionsprogramms 



Ein Unternehmen kann in sein Produktionsprogramm n verschiedene Produkt- 
arten aufnehmen. Jedes Produkt beansprucht zur Herstellung die m knappen Pro- 
duktionsfaktoren (Betriebsmittel, Materialien etc.). Die Kapazitaten dieser Produk- 
tionsfaktoren bj (i = 1, 2, . . . , m) seien in der Planungsperiode konstant. Es handelt 
sich um eine kurzfristige Planung (,, short-run “-Betrachtung), da die in der Planung 
zu betrachtenden Kapazitaten als konstant (,,gegeben“), d.h. als innerhalb der Pla- 
nungsperiode nicht beeinfluBbar, unterstellt werden. 

Der Verbrauch an Produktionsfaktoren fur die Fertigung je einer Mengeneinheit der 
Produktarten wird als technischer Koeffizient (i = 1, 2, . . . , m und j = 1, 2, . . . , n) 
bezeichnet. Die ajj-Werte geben also die erforderlichen Mengeneinheiten an Produk- 
tionsfaktoren der i-ten Gruppe fur die Fertigung einer Mengeneinheit der Produkt- 
art j an. 

Das Unternehmen ist fiir die Planperiode an dem optimalen Produktionsprogramm 
interessiert, d.h. an derjenigen Auswahl der Art und Mengen der zu fertigenden Pro- 
dukte xj (j = 1, 2, . . . , n), die den Periodengewinn G maximiert. Da die Hohe der 
fixen Kosten keinen EinfluB auf die Lage des Gewinnmaximums hat, ist das Pro- 
gramm mit dem maximalen Periodendeckungsbeitrag identisch mit dem des maxi- 
malen Periodengewinns. Der Deckungsbeitrag gj (j = 1, 2, . . . , n) pro Mengenein- 
heit des j-ten Produktes ist die Differenz zwischen dem Stiickerlos (Marktpreis) pj 
und den variablen Stiickkosten kj ( j = 1, 2, . . . , n). 

Die gestellte Aufgabe laBt sich leicht losen, wenn nur ein Engpafi existiert. In die- 
sem Fall konkurrieren die Produkte um diese EngpaBkapazitat. Die Reihenfolge der 
Forderungswiirdigkeit der konkurrierenden Produkte ergibt sich dann aus ihren 
relativen Deckungsbeitrdgen (P. Riebel f 1981), d. h. aus den Deckungsbeitragen, 
die sie je Mengeneinheit der EngpaBkapazitat aufweisen. 

Konkurrieren die n verschiedenen Produktarten jedoch gleichzeitig um mehrere 
Engpafi kapazitaten, so laftt sich die Aufgabe nur mit Hilfe der linearen Planungs- 
rechnung losen. 
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1. Beispiel mit linearem Programmansatz 

Ein Betrieb produziere zwei Produktarten Pi und P 2 , und zwar xi Mengeneinhei- 
ten von P! und x 2 Mengeneinheiten von P 2 . Die Deckungsbeitrage je Mengeneinheit 
seien gi = 110 DM fur Produktart Pi und g 2 = 160 DM fur Produktart P 2 . Die zur 
Fertigung erforderlichen knappen Produktionsfaktorarten (Kapazitaten) werden in 
drei Gruppen eingeteilt. Die erste Gruppe umfasse alle in der Planperiode verfiig- 
baren Werkstoffe (Roh-, Hilfsstoffe etc.), die zweite die verfiigbaren Maschinen- 
stunden und die dritte die verfiigbaren Arbeitsstunden. Die Fertigungsingenieure 
mogen ermittelt haben, daft zur Fertigung von einer Mengeneinheit der Produktart 
Pi 35 Mengeneinheiten der Produktionsfaktorgruppe 1 (an = 35), 10 Mengenein- 
heiten der Produktionsfaktorgruppe 2 (a 2 i = 10) und 15 Mengeneinheiten der Pro- 
duktionsfaktorgruppe 3 U31 = 15) sowie zur Fertigung von einer Mengeneinheit 
der Produktart P2 70 Mengeneinheiten der Produktionsfaktorgruppe 1 (a^2 = 70), 
8 Mengeneinheiten der Produktionsfaktorgruppe 2 U22 = 8) und 20 Mengeneinhei- 
ten der Produktionsfaktorgruppe 3 (a32 = 20) benotigt werden. Beispielsweise be- 
deutet a3i = 15, daft 15 Arbeitsstunden notwendig sind, um eine Mengeneinheit der 
Produktart herzustellen. 

Die Produktionsfaktoren stehen dem Betrieb in der Planungsperiode nur in be- 
schranktem Umfang zur Verfugung. Wegen fehlender Lagerkapazitaten mogen nur 
bi = 9.800 Tonnen Werkstoffe zur Verarbeitung bereitgestellt werden konnen. Die 
Maschinenkapazitaten seien fest vorgegeben, so daft in der Planungsperiode hoch- 
stens 1.600 Maschinenstunden verfugbar seien. Schlieftlich seien die verfiigbaren 
Arbeitsstunden wegen Vollbeschaftigung auf 3.000 in der Planperiode begrenzt. 

Will der Betrieb seinen Periodenbruttogewinn G (Periodendeckungsbeitrag) maxi- 
mieren, dann lautet der lineare Programmansatz (das mathematische Modell): 

(1) Zielfunktion 

Maximiere G = 1 10 Xi 4- 160 x 2 

Die Entscbeidungsvariablen, d.h. die Variablen, die wertmaftig festgelegt werden 
sollen, sind die Mengen xi bzw. x 2 , die das Unternehmen in der Planperiode von 
Pi bzw. P 2 fertigen sollte. (1st xi oder x 2 gleich Null, so handelt es sich auch um 
die Auswahl einer Produktart). Die Zielfunktion, die zu maximieren ist, stellt den 
Zusammenhang zwischen Entscheidungskriterium (Gesamtdeckungsbeitrag, kurz: 
Gewinn) einerseits und Entscheidungsvariablen andererseits dar. 

(2) Nebenbedingungen (Restriktionen) 

— Kapazitatsrestriktionen 

a) Werkstoffrestriktion*. 35xi 4- 70x 2 <9.800 

b) Maschinenrestriktion: 10xi + 8x 2 < 1.600 

c) Arbeitskrafterestriktion: 15xi + 20x 2 < 3.000 

— Nichtnegativitatsbedingungen 

Xi > 0 und x 2 > 0 

Die Nichtnegativitatsbedingungen sind betriebswirtschaftlich sinnvoll, da es 
keine negativen Produktionsmengen geben kann. 
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2. Graphische Losung 



Da das vorliegende Problem nur zwei Entscheidungsvariablen (Unbekannte) aufweist, 
kann es graphisch geldst werden. In einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit 
der Xi-Achse als Abszisse und x 2 -Achse als Ordinate reprasentiert jeder Punkt im 
ersten Quadranten (nur dieser Quadrant kann wegen der Nichtnegativitatsbedingung 
von Interesse sein) ein bestimmtes Produktionsprogramm. Durch Einzeichnen der 
linearen Kapazitatsrestriktionen (System linearer Nebenbedingungen) kann der 
Bereich der zulassigen Losungen (mogliche Produktionsprogramme) abgegrenzt wer- 
den. Jede lineare Nebenbedingung laftt sich als Gerade abbilden. Unter der Voraus- 
setzung, daft die einzelnen Kapazitaten voll ausgelastet werden, gilt in den Neben- 
bedingungen das Gleichheitszeichen. In diesem Fall liegen die zulassigen Losungen 
auf der Geraden. Werden die Kapazitaten nicht voll beansprucht, gilt in den Neben- 
bedingungen das Kleinerzeichen; eine Flache unterhalb der Begrenzungsgeraden 
bildet dann den beziiglich der betreffenden Nebenbedingung zulassigen Losungsbe- 
reich. Fur die Nebenbedingung 2a) 35xi 4- 70x 2 < 9.800 ergibt sich z.B. folgender 
zulassiger Losungsbereich (schraffierte Flache einschlieftlich der Begrenzungsgera- 
den): 



x 2 




Ubertragt man alle Nebenbedingungen in das Koordinatensystem, so ergibt sich fur 
diesen Fall der zulassige Losungsbereich als das Innere eines geschlossenen Vielecks 
mit den Eckpunkten OABCD (sog. konvexen Polyeders) einschlieBlich Begrenzungs- 
geraden: Alle Mengenkombinationen von xi und x 2 , die innerhalb oder auf dem 
Rand dieser Flache liegen, sind zulassige Losungen fur das gesuchte Produktionspro- 
gramm. Alle anderen Kombinationen verletzen mindestens eine der Nebenbedin- 
gungen. 
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Aus diesen zulassigen Produktionsprogrammen ist nun dasjenige zu bestimmen, das 
den Gewinn G maximiert. Dazu ist es notwendig, die zulassigen Produktionspro- 
gramme zu bewerten. Setzen wir in der Zielfunktion fur G einen festen Wert ein, so 
erhalten wir die Gleichung fur eine Gerade, welche wir ebenfalls in das Koordinaten- 
system einzeichnen konnen. Auf dieser Geraden liegen dann alle Produktionspro- 
gramme mit dem gleichen Zielfunktionswert (Iso-Gewinngerade). Wahlen wir z.B. 
als Zielfunktionswert Gi = 17.600 DM und zeichnen die Iso-Gewinngerade (Niveau- 
linie) in das Koordinatensystem ein, so zeigt sich, daft diese Gewinngerade den zu- 
lassigen Losungsbereich schneidet. Andern wir den Wert von G, so erhalten wir eine 
zur urspriinglichen Gewinngeraden parallel verschobene Iso-Gewinngerade. Je gro- 
wer der fur G eingesetzte DM-Betrag ist, um so weiter liegt die Iso-Gewinngerade 
vom Ursprung entfernt. Setzt man als Zielfunktionswert G 3 = 26.400 DM, so erhalt 
man eine Iso-Gewinngerade, die den zulassigen Losungsbereich mit den Eckpunkten 
OABCD weder schneidet noch tangiert; sie liegt aufterhalb des zulassigen Bereiches, 
so daft dieser Gewinn bei den gegebenen Nebenbedingungen nicht realisiert werden 
kann. Da im optimalen Losungspunkt der hochstmogliche Gewinn erzielt wird, muft 
er auf der Gewinngeraden G^ liegen, die am weitesten von dem Koordinatenur- 
sprung entfernt liegt und die mit dem zulassigen Losungsbereich mindestens einen 
Punkt gemeinsam hat. Durch Parallelverschiebung der I so -Gewinngeraden findet 
man leicht den optimalen Losungspunkt B mit x* = 40 und X 2 = 120 auf der Ge- 
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winngeraden G 2 . Der maximale Deckungsbeitrag betragt G 2 = 40 • 110 + 120 • 160 
= 23.600 DM. 

Da das Gewinnmaximum ein Extremwert ist, konnen nur Punkte auf der Peripherie 
des zulassigen Losungsbereiches optimal sein. Auch der Geometrie kann leicht ent- 
nommen werden, daft nur Randpunkte des zulassigen Bereichs als Optimallosung in 
Frage kommen. Zu jeder Mengenkombination im Innern des zulassigen Losungsbe- 
reiches laftt sich immer ein ihr liberlegener Randpunkt finden. Die Zahl der zu- 
nachst unendlich vielen moglichen Punkte des zulassigen Bereichs verringert sich 
durch das sog. Eckentheorem auf eine endliche Zahl von Losungspunkten, namlich 
auf die Zahl der Eckpunkte. Das Eckentheorem besagt: Eine optimale Losung eines 
linearen Programms mufi auf einem der Eckpunkte des zulassigen Bereichs liegen. 
Der Begriff Eckpunkt ist dabei iiber die zwei- bzw. dreidimensionale Anschauung 
hinaus als Schnittpunkt von Begrenzungsgeraden bzw. -ebenen auch auf den allge- 
meinen n-dimensionalen Raum zu iibertragen. Mit Hilfe der Theorie der konvexen 
Polyeder laftt sich dieser Zusammenhang beweisen ( Hadley , G., 1962, S. 58 ff. und 
S. 100 ff.). Man brauchte somit nur alle Eckpunkte auszurechnen und den besten 
auszuwahlen, um das Optimum zu finden. 

Nur im sog. Entartungs- oder Degenerationsfall kann das Optimum entlang einer 
Begrenzungsgeraden verlaufen. Ein solcher Fall ist gegeben, wenn eine Begren- 
zungsgerade auf der Iso-Gewinngeraden liegt. Es sind dann alle Punkte optimal , 
die auf der gemeinsamen Strecke des zulassigen Losungsbereichs liegen. Man spricht 
von mehrdeutigen Losungen (Mehrfachlosungen, Losungsmannigfaltigkeit). Da die 
Eckpunkte dieser gemeinsamen Geraden eingeschlossen sind und zu den optimalen 
Losungen gehoren, verliert die Behauptung, daft das Optimum immer auf Eckpunk- 
ten liegen muft, nicht seine Giiltigkeit fur den entarteten Fall. 



B. Minimierungsaufgabe: Optimierung eines Werbeprogramms 



Bei der Werbemittelauswahl geht es u.a. um zwei grundsatzliche Fragestellun- 
gen: Einmal kann danach gefragt sein, welche Werbemittelart bei gegebenem Ge- 
samtwerbeaufwand (Werbeetat) den hochsten Werbeertrag erwarten laftt. Zum zwei- 
ten geht es um die Frage, mit welcher Werbemittelart ein bestimmter Werbeertrag 
mit minimalen Kosten erzielt werden kann. Wir betrachten die zweite Fragestellung 
und gehen dabei von der folgenden relativ einfachen Aufgabenstellung aus. 

1. Beispiel mit linearem Programmansatz 

Es handle sich um eine Werbekampagne fur ein Rasierwasser. Die Anzahl von Anzei- 
gen in verschiedenen Zeitschriften sei zu bestimmen. Unserem Ansatz legen wir als 
Erfolg der Werbung die sog. Aufmerksamkeitswirkung (Sinneswirkung) zugrunde 
( Behrens , K. C., 1963, S. 106). Um den Erfolg einer Werbung beurteilen zu konnen, 
ist es zweckmaftig, eine Zweiteilung des Erfolges in eine okonomische und eine 
aufterokonomische Komponente vorzunehmen (z. B. Huth, R., Pflaum, D., 1980, 
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S. 125 f.). Der okonomische Erfolg (auch kurz als Werbeerfolg bezeichnet) findet 
z. B. im Auftragseingang und in der Umsatzentwicklung seinen Niederschlag. Nur 
selten gelingt es jedoch, diesen okonomischen Erfolg einem bestimmten absatzpoli- 
tischen Instrument oder gar einem Werbemittel direkt zuzurechnen (Problematik 
der Zurechenbarkeit bei Vorhandensein eines Wirkungsverbundes) ( Runzheimer , B., 
1966, S. 102 ff.). 

Der zweite Ansatzpunkt fur die Beurteilung der Werbemittel bietet der aufierdko- 
nomische Erfolg (auch kurz Werbewirkung genannt). Dabei wurde bislang zwei Fak- 
toren besondere Bedeutung zugemessen: der Aufmerksamkeitswirkung und dem 
Gedachtniswert der Werbung. Die Aufmerksamkeitswirkung laBt sich durch Beob- 
achtung und Experiment (Blickregistrierung bei Schaufenstern, Plakaten und Inse- 
raten), oder durch Befragung der umworbenen Personen (telefonische Sofortbefra- 
gung bei Werbefernsehen) registrieren. Durch den Wiedererkennungstest (recogni- 
tion-test) und den Erinnerungstest (recall-test) laBt sich schlieBlich der Gedachtnis- 
wert der Werbung registrieren. 

Es wird in unserem Beispiel unterstellt, daft bereits definitive Entscheidungen liber 
Gestaltung, GroBe und Plazierung der Anzeigen gefallt wurden, so daB die Anzeigen 
in dieser Beziehung als qualitativ gleichwertig anzusehen sind. Zur Auswahl der Wer- 
bemittel kommen mithin allein quantitative Kriterien zum Zuge, namlich die Ha- 
sten pro Anzeige und streutechnische Gesicbtspunkte , d.h. die Reichweite der Zeit- 
schriften. Die Zeitschriften, in denen Anzeigen erfolgen sollen (die Werbetrager), 
seien bereits bestimmt. (Es handle sich dabei um Zeitschriften, die keine externen 
Uberschneidungen aufweisen). Der Einfachheit halber (wegen der graphischen Dar- 
stellbarkeit) sollen nur zwei Zeitschriften 1 und 2 zur Diskussion stehen. Die Ko- 
sten fur eine ganzseitige Anzeige (1/1 Seite vierfarbig) betragen in Zeitschrift 1 
DM 70.000 und in Zeitschrift 2 DM 40.000 (je Anzeige und Auflage). Die Anzahl 
der in Zeitschrift 1 und 2 aufzugebenden (ganzseitigen) Anzeigen xi und x 2 ist un- 
ter folgenden Bedingungen zu bestimmen: 

(1) die Gesamtkosten K sind zu minimieren; 

(2) in der Zeitschrift 1 sollen mindestens vier Anzeigen und 

(3) in Zeitschrift 2 mindestens sechs Anzeigen erscheinen; 

(4) auf Grund von Mediaanalysen sei festgestellt, daB Zeitschrift 1 von 3 Mio. und 
Zeitschrift 2 von 2 Mio. mannlichen Lesern regelmaBig gelesen und die jeweili- 
gen ganzseitigen Anzeigen wahrgenommen werden (Aufmerksamkeitswir- 
kung). Es wird dabei unterstellt, daB eine in den Zeitschriften mehrfach plazier- 
te Anzeige auch entsprechend mehrfach wahrgenommen wird (linearer Zusam- 
menhang zwischen kumulativer Reichweite und mehrfacher Belegung im Zeit- 
ablauf). Gefordert wird, daB die Anzeigen von den mannlichen Lesern der bei- 
den Zeitschriften insgesamt mindestens 36 Mio. mal wahrgenommen werden 
(Aufmerksamkeitswirkung) . 

(5) Von den durch Mediaanalysen ermittelten 2,4 Mio. mannlichen Lesern der Zeit- 
schrift 1, die monatlich mindestens DM 2.000 verdienen bzw. von den 1,0 Mio. 
mannlichen Lesern der Zeitschrift 2, die ebenfalls mindestens DM 2.000 pro 
Monat verdienen, sollen die Anzeigen insgesamt mindestens 24,0 Mio. mal 
wahrgenommen werden. 



27 




Der lineare Programmansatz lautet: 

(1) Zielfunktion 

Minimiere K = 70.000 • xi + 40.000 • x 2 

(2) Nebenbedingungen: 

(a) Mindestanzahl der Anzeigen in Zeitschrift 1 : > 4 

(b) Mindestanzahl der Anzeigen in Zeitschrift 2: X 2 ^ 6 

(c) Zielpersonengruppe mannliche Leser: 

3.000.000 • X! + 2.000.000 • x 2 > 36.000.000 

(d) Zielpersonengruppe mannliche Leser mit Monatseinkommen von minde- 
stens DM 2.000: 

2.400.000 • x t 4- 1.000.000 • x 2 > 24.000.000 

(e) Ganzzahligkeitsbedingung: da nur ganzseitige Anzeigen geschaltet werden 
sollen, miissen die Entscheidungsvariablen xj (j = 1,2) ganzzahlig sein. 

Die normalerweise notwendigen Nichtnegativitatsbedingungen entfallen hier, da die 
Nebenbedingungen unter (2a) und (2b) diese umschlieften. 

2. Graphische Losung 

Bei der graphischen Behandlung des Problems geht man im Prinzip genauso vor wie 
bei der Maximierungsaufgabe. Da nun die Zielfunktion zu minimieren ist, andert 
sich die Optimierungsrichtung: Gesucht ist der Punkt des zuldssigen Losungsbe- 
reichs , der auf der am ndchsten beim Koordinatenursprung verlaufenden Iso-Ko- 
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In dem 1. Quadranten des rechtwinkligen Koordinatensystems mit der xj-Achse als 
Abszisse und der x 2 -Achse als Ordinate stellt zunachst die Flache rechts oberhalb 
der Begrenzungsgeraden mit den Eckpunkten ABC den zulassigen Losungsbereich 
dar. Wegen der Ganzzahligkeitsbedingung sind jedoch nicht alle Mengenkombinatio- 
nen von Xi und x 2 zulassig, sondern nur die mit ganzzahligen Xi- und x 2 -Werten 
(ganzzahlige Gitterpunkte). Man beachte, daB B nicht zu den ganzzahligen Gitter- 
punkten gehort. 

Setzen wir fur den Zielfunktionswert K eine feste GroBe ein, so erhalten wir die 
Gleichung fur eine Iso-Kostengerade , welche wir ebenfalls in das Koordinatensystem 
einzeichnen konnen. Wahlen wir z.B. als Zielfunktionswert Ki = 560.000 DM und 
zeichnen die Iso-Kostengerade in das Koordinatensystem ein, so zeigt sich, daB diese 
Kostengerade den zulassigen Losungsbereich weder tangiert noch schneidet; sie liegt 
also auBerhalb des zulassigen Bereichs,so daB die vorgesehene Werbekampagne nicht 
mit Kosten von Ki = 560.000 DM realisiert werden kann. Verschiebt man die Iso- 
Kostenkurve parallel, so tangiert sie erstmals im Punkt C einen zulassigen ganzzah- 
ligen Losungspunkt. Da dies zugleich die Kostengerade mit dem niedrigsten Niveau 
ist, stellt der Punkt C die optimale Losung dar, mit xi = 8, x 2 = 6 und K 2 = 8 • 
70.000 + 6 • 40.000 = 800.000. 

Die minimalen Gesamtkosten fur die Werbekampagne betragen mithin DM 800.000. 
Dabei sind alle Nebenbedingungen erfullt. Es werden 8 Anzeigen in Zeitschrift 1 
und 6 Anzeigen in Zeitschrift 2 plaziert. Erreicht werden dann 8 • 3 Mio. + 6*2 
Mio. = 36 Mio. Kontakte bei mannlichen Lesern,unter denen sich 8 • 2,4 Mio. 4* 
6 • 1,0 Mio.= 25,2 Mio.mit einem Monatseinkommen von mindestens DM 2.000 be- 
finden. 

C. Exkurs: Einige Begriffe und Regeln der Matrizenrechnung 



Gleichungs- oder Ungleichungssysteme konnen einen betrachtlichen Umfang annehmen. Mit 
Hilfe der Matrizenschreibweise und Matrizenrechnung laBt sich eine erhebliche Vereinfachung 
der Darstellung und der notwendigen Umformungen dieser Systeme erreichen. Da im folgenden 
auch die Matrizenrechnung verwendet wird, sollen deren wesentliche Grundlagen kurz darge- 
stellt werden. 

1. Begriff Matrix 

Eine Matrix n ) ist ein rechteckiges Schema mit m Zeilen und n Spalten. In dem Schema 

sind m • n Elemente ajj wie folgt angeordnet: 



/ail 


a 12 • 


. . aij . 


• • a ln 


a 21 


a 22 • 


' a 2j ' 


• • a 2n 


a il 


a i2 • 


.. ai j . 


. . aj n 


l ami 


am 2 • 


. . ajnj . 


• • amn 
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Fiir jedes Element ajj ist die Position im Schema wesentlich. Der erste Index i = 1, 2, . . . , m 
gibt daher die Zeile (Zeilenindex) und der zweite Index j = 1, 2, . . . , n die Spalte (Spaltenin- 
dex) des Schemas an, in der das betreffende Element sich befindet. Das Element a 2 4 steht also 
in der zweiten Zeile und vierten Spalte der Matrix A. Die Elemente einer Matrix werden durch 
Klammem zusammengefaftt. Die Matrizen selbst werden mit groften lateinischen Buchstaben 
A, B, ,. . symbolisiert, die zur Unterscheidung von den gewohnlichen (reellen) Zahlen — den 
Skalaren (Skalar ist eine Grofte, die allein durch Angabe eines Zahlenwertes charakterisiert ist) — 
durch Kursive kenntlich gemacht werden. Es ist iiblich, die Elemente von Matrizen mit den 
dem Matrizensymbol entsprechenden Kleinbuchstaben zu bezeichnen. 

Die Anzahl der Zeilen m und der Spalten n bestimmt den Typ der Matrix. Dabei kann m grofter, 
kleiner oder gleich n sein. Zwei Matrizen A und B sind typengleich (vom gleichen Typ), wenn 
sie die gleiche Spalten- und Zeilenzahl aufweisen. Zwei Matrizen A und B sind gleich, wenn sie 
vom gleichen Typ sind und die entsprechenden (positionsgleichen) Elemente gleich sind (A = B, 
wenn ajj = bjj gilt). Eine reelle Zahl kann auch als eine Matrix vom Typ (^,1) aufgefaftt und wie 
eine gewohnliche Matrix behandelt werden. 

Ist m = n, so ist die Matrix vom Typ (m, m) und heiftt quadratische Matrix. Die Elemente ajj, 
a 22 , ■ • • » a mm einer quadratischen Matrix A bilden die Hauptdiagonale von A. 

Eine quadratische Matrix, bei der nur die Hauptdiagonale von Null verschiedene Elemente hat, 
wird Diagonalmatrix genannt: 



^(m,m) ~ 



di 0 ... 0 

0 d 2 . . . 0 
0 0 . . . d 



Eine Einheitsmatrix (auch Einsmatrix genannt) ist eine Diagonalmatrix, die nur Einser enthalt. 



£(m,m) : 



\ 0 0 



Sind in einer quadratischen Matrix nur die Elemente (rechts) oberhalb bzw. (links) unterhalb 
der Hauptdiagonalen ungleich Null (ajj =£ 0 fiir i < j bzw. i > j), so wird sie obere bzw. untere 
Dreiecksmatrix genannt. 

Sind alle Elemente einer Matrix von beliebigem Typ Null, so heiftt sie Nullmatrix. 

Matrizen vom Typ (1, n) und vom Typ (m, 1) werden Vektoren genannt. Ein Zeilenvektor ist 
eine Matrix vom Typ (1, n), mit n in einer Zeile angeordneten Elementen (auch Komponenten 
genannt). Eine Matrix vom Typ (m, n) besteht aus m solchen Zeilenvektoren. Entsprechend ist 
ein Spaltenvektor eine Matrix vom Typ (m, 1) mit m in einer Spalte angeordneten Elementen 
(Komponenten). Eine Matrix vom Typ (m, n) besteht aus n solchen Spaltenvektoren. Als Sym- 
bole fiir Spaltenvektoren werden kursive lateinische Kleinbuchstaben a, b, . . . verwendet. Zei- 
lenvektoren werden durch ein dem Buchstaben beigefiigtes Apostroph a', b'., . . besonders ge- 
kennzeichnet. 



2 . Addition und Subtraktion von Matrizen 

Zwei Matrizen bzw. Vektoren werden addiert ( subtrahiert ), indem positionsgleiche Elemente ad- 
diert (subtrahiert) werden. Die Ausfiihrbarkeit dieser Operationen ist also nur fiir typengleicbe 
Matrizen bzw. Vektoren gegeben. 
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Sind z.B. A und B zwei 2 • 3-Matrizen, so erhalten wir: 



/ a ll a 12 a l 3 \ / b ll b 12 b 13\ 

ya 2 l a 2 2 a 2 3 J y b 21 b 22 b 23/ 

= ^ a n + b n a i2 + b i2 a i3 + b n\ 

a 2 1 + b 2 1 a 22 + b 22 a 23 + b 23 / 



Allgemein bedeutet fur Matrizen A, B mit m Zeilen und n Spalten A( m> n )± B( m> n) = ^(m, n)» 
daft ay ± by = cy (fiir alle Kombinationen von i = 1, 2, . . . , m und j = 1, 2, . . . , n). 



Beispiele: 




Dagegen sind z.B. nicht ausfiihrbar: 




Fiir die Addition (Subtraktion) von Matrizen (Vektoren) gilt: 

(1) das Kommutativgesetz. 

A + B = B + A 
A - B = -B + A 
-A + B = B-A 

-A — B = —B — A 

(2) das Assoziativgesetz: 

A + (13 + C) = (A+B) + C = A+ fl + C 
A-(B + C) = (A-B)-C = A- B-C 

Allgemein besteht die Summe (Differenz) einer Anzahl von Matrizen (Vektoren) des gleichen 
Typs aus einer Matrix (einem Vektor), deren Elemente jeweils die Summe (Differenz) aller po- 
sitionsgleichen Elemente darstellen. 



3. Multiplikation von Matrizen 
a) Vielfaches einer Matrix 

Eine Matrix A wird mit einer Zahl (Skalar) p multipliziert, indem jedes Element der Matrix A 
mit p multipliziert wird. Es gilt also: 
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B = p • A = A • p = 



/ pail P a 12 • • • P a ln 
/ P a 21 P a 22 • • • P a 2n 



paml Pam2- • • pamn 



Beispiel: 

(5 8 2 \ _ / 3 * 5 3 - 8 3-2\ /l5 24 6 \ 

3 ^2 3 6J \3-2 3-3 3 - 6J \6 9 18 J 

Umgekehrt gilt natiirlich, daft man einen gemeinsamen Faktor samtlicher Elemente vor diese 
Matrix setzen kann. Es kann also z.B. geschrieben werden: 

f 27 18 9 \~ 9 .( 3 2 l \ 

\36 54 -9 J \4 6 -1 J 

b) Multiplikation von Vektoren 

1st u ein Zeilenvektor und v ein Spaltenvektor mit jeweils der gleichen Anzahl von Elementen 
n, so erhalten wir das Produkt 



u • v = u\ • vi + U 2 * V 2 + . . • + u n • v n 



n 

= E ujvi 
i=l 



Es besteht die Konvention, den Zeilenvektor links und den Spaltenvektor rechts zu schreiben. 
Bei der Multiplikation eines Zeilenvektors mit einem Spaltenvektor erhalt man also ein Skalar, 
d.h. eine einelementige Matrix. Dieses Produkt heiftt auch Skalarprodukt. 



Beispiel: 



(2 1 - 1 ) 



' 3 
-1 
, 4 



= 2 • 3 + 1 • (-1) + (-1) -4=1 



c) Matrizen und ihre multiplikative Verbindung mit Vektoren 

A sei eine m • n-Matrix, x' sei ein Zeilenvektor mit m Elementen und u sei ein Spaltenvektor 
mit n Elementen. Die Produkte x' • A und A • u werden wie folgt definiert: 



x' • A = (x 1 X 2 . . . x m ) 



j an a i2 ... a Xn 
a 21 a 22 ••• a 2n 






ami am 2 • • • amn 



= (xjan + x 2 a 2 i + . . . + Xl ai 2 + x 2 a 22 + . . . + 

+ x 2 a 2n + . . . + x mamn ) 



x l a l n + 
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A • u - 



a ll a 12 • • • a ln 
a 21 a 22 • • • a 2n 



U 1 

u 2 



\ 



^ a ml a m2 • • • a mn / \ u n / 
= a ll u l + a 12 u 2 + • • • + a ln u n 
a ml u l + a m2 u 2 + • • + a mn u n 



a 21 u l + a 22 u 2 + • • + a 2n u n • • • 



d) Multiplikation von Matrizen 

1st A eine m • k-Matrix und B eine k • n-Matrix,so istdas Produkt C = A • B eine m • n-Matrix 
mit den Elementen 



c ij ~ ( a il a i2 • • • a ik) * 



b ij\ 

b 2j 

b kj / 



= ajibij + ai 2 b 2 j + . . . + a^b^j (i = 1, 2 m; j = 1, 2, . . . , n) 

Unter bestimmten Bedingungen konnen also zwei Matrizen miteinander multipliziert werden, 
um eine dritte Matrix zu erhalten. 1st z.B. A eine 2 • 3-Matrix und B eine 3 • 2-Matrix, so ist 
A • B eine 2 • 2-Matrix: 



/ a 11 a 12 a l 3 \ ( hn bl2 \ 

a (2, 3) ' #(3, 2)= I ' b 21 b 22 = 

\ a 21 a 22 a 23 J \b 3 i b 32 / 

AB 2 2 = ( ailbl1 + ai2b21 + a l 3 b 3 1 a ll b 12 + a 12 b 22 + a 13 b 32 \ 

’ \ a 21 b ll + a 22 b 21 + a 23 b 31 a 21 b 12 + a 22 b 22 + a 23 b 32 / 

Jedes Element der neuen Matrix (AB) ist das Skalarprodukt einer Zeile von A und Spalte von B. 
Die wesentlichen Punkte der Matrizenmultiplikation sind: 

fl)um eine Matrix A (linker Faktor) mit einer Matrix B (rechter Faktor) multiplizieren zu kon- 
nen, muft die Zahl der Spalten von A gleich der Anzahl der Zeilen von B sein; 

(2) die Produktmatrix C = A • B hat die gleiche Zeilenzahl wie A und die gleiche Spaltenzah! 
wie B\ 

(3) um den Wert der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A • B zu erhalten, bildet man das Skalar- 
produkt der i-ten Zeile von A und der j-ten Spalte von B. 

Das Produkt aus Vektor und Matrix ist nur ein Spezialfall der Multiplikation von Matrizen. 

Rechenhilfe: 

Da bei manueller Berechnung eines Matrizenproduktes die richtige Plazierung der einzelnen 
Skalarprodukte in der Produktmatrix erfahrungsgemaB Schwierigkeiten bereiten kann, steht das 
Falksche Schema als Organisationshilfe zur Verfiigung: 



B 



A 



A • B 
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/ 3 0 3 
B = 14 2 4 
\ 1 2 3 



/I = 



2 1 0 



3 1 2 







3 


0 


3 






4 


2 


4 






1 


2 


3 


2 1 


0 


10 




10 


3 1 


2 


15 


6 


19 



Fur die Matrizenmultiplikation gilt: 

(1) das Assoziativgesetz: 

A • (B • C) = (A • B) • C 

(2) das Distributivgesetz. 

A - (B + C) = A- B+ A- C 
(. A+B)-C = A'C + B- C 

Fur die Matrizenmultiplikation gilt hingegen nicht das Kommutativgesetz, denn nach den 
obigen Erlauterungen ist im allgemeinen A • B ¥= B • A. 

Tritt eine Matrix A mehrfach als Faktor auf, so schreibt man vereinfachend: 

A • A =A 2 

A • A • A = A 2 • A = A 3 

usw. 



4. Inverse Matrix 



Die Darstellung reziproker Matrizenpotenzen von A erfolgt mit Hilfe der Inversen (Kehrmatrix) 
A- 1 . 

Es gilt namlich a • 1/a = a 1 • a~ * = a 0 = 1. 

Entsprechend ist A * • A ~ * = A® = E. 

Wenn das Produkt zweier quadratischer Matrizen des gleichen Typs die Einheitsmatrix E er- 
gibt, so bezeichnet man die eine als inverse Matrix (Inverse, Kehrmatrix) der anderen und 
kennzeichnet sie - entsprechend der Schreibweise bei Skalaren — durch den hochgestellten 
Index , .minus Eins“. 

Zablenbeispiel: 



/4 0 5 

A = I 0 1 -6 

\3 0 4 




-5 

24 

4 



A~ l 



A + ' 



4 + 1 = 



A~ l = 



( 4 
-18 

\-3 

'4 0 
0 1 
^3 0 



0 -5 

1 24 

0 4 




/4 0 5 s 

I 0 1 -6 

\3 0 4, 

'40-5 
-18 1 24 

v, -3 0 4 



1 0 0\ 

0 1 0 ) =£ 

0 0 1 / 

^1 0 0 \ 

0 1 0 ) = E 

.0 0 1 / 



34 




Fur die Multiplikation einer Matrix mit ihrer Inversen gilt das Kommutativgesetz. Es ist leicht 
nachweisbar, daft eine quadratische Matrix nur eine Inverse haben kann. Die Bestimmung der 
Inversen einer Matrix kann in Analogic zur Errechnung des reziproken Wertes einer skalaren 
Grofte gesehen werden. Die Analogic ist jedoch keineswegs vollstandig: Jede von Null verschie- 
dene skalare Grofte hat einen reziproken Wert. Im Gegensatz dazu hat nicht jede quadratische — 
von der Nullmatrix verschiedene — Matrix eine Inverse. 

Die Division einer quadratischen Matrix £( n n ) durch eine quadratische Matrix A( n n ) wird als 
Multiplikation von B mit der Inversen A~ * dargestellt: 

AT 1 v • B ( v = R, v 
(n, n) (n, n) (n, n) 

Wegen der Nichtkommutativitat der Matrizenmultiplikation gibt es bei quadratischen Matrizen 
von B zwei verschiedene Quotientenmatrizen, je nachdem, ob die Inverse A von links oder 
von rechts multipliziert wird: 

^(n, n) ^(n, n) ®(n, n) 

^(n,n) fi (n, n) ~ ^(n, n) 

Zablenbeispiel: 
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D. Standard an satz der linearen Planungsrechnung 



Nach diesen Demonstrationsbeispielen soli nun die allgemeine Form eines linearen 
Programms angegeben werden. In mathematischer Symbolik lassen sich die linearen 
Optimierungsaufgaben wie folgt darstellen: 
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(1) In einer linearen Funktion ( Zielfunktion ) 

Z = CjXl + C£X 2 + . . . + CjXj + . . . + c n x n 

sind reelle Zahlen xj (j = 1, 2, . . . , n) gesucht, fur die Z maximal bzw. minimal 
wird, und zwar 

(2) unter den Nebenbedingungen 

an X! + a 12 x 2 + . . . + a X j xj + . . . + a in x n | b x 

a 21 Xi + a 22 x 2 + • • - + a 2 j xj + . . . + a 2n x n | b 2 

a il X 1 + a i2 x 2 + . . • + ay xj + . . . + a^ x n | b[ 



a ml x l + a m2 x 2 + • • • + a mj x j + • • • + a mn x n < 
und 

xj ^ 0 fur j = 1, 2, . . . , n (Nichtnegativitatsbedingung) 

Gekiirzte mathematische Schreibweise mit Summenzeichen: 

(1) Maximiere bzw. minimiere 
n 




Wobei c ein Zeilenvektor mit n Elementen, x ein Spaltenvektor mit n Elementen, A 
eine m • n-Matrix, b ein Spaltenvektor mit m Elementen und o ein Spaltenvektor 
mit n Nullelementen ist. 

Dabei reprasentieren die Symbole 

Xj die j = 1, 2, . . . , n Entscheidungsvariablen, d.h. die Unbekannten, deren Werte 
optimal gewahlt werden sollen; 

Cj die j = 1, 2, . . . , n Zielfunktionskoeffizienten, die den Beitrag der zugehorigen 
Entscheidungsvariablen zum Entscheidungskriterium Z angeben; 
ajj die Koeffizienten der Nebenbedingungen als Gewichtungsfaktoren der Entschei- 
dungsvariablen Xj (j = 1, 2, . . . , n) beziiglich der i-ten Nebenbedingung (i = 1, 2, 
. . • , m); 
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b[ die i = 1, 2, . . . , m rechten Seiten der Nebenbedingungs(un)gleichungen geben 
den Betrag an, der von der Summe der mit ihren Koeffizienten ay gewichteten Ent- 
scheidungsvariablen xj nicht iiberschritten (<) bzw. nicht unterschritten (» wer- 
den darf oder aber auch genau erreicht werden muft (=). Bei Maximierungspro- 
blemen steht die ,,kleiner— gleich“-Bedingung (^) und bei Minimierungsaufgaben 
umgekehrt die ,,grofter— gleich“-Bedingung (>) im allgemeinen im Vordergrund; 
fur jede Nebenbedingung ist genau eines der angegebenen Relationszeichen zu 
verwenden. 



III. Simplexmethode 



Das graphische Verfahren zur Losung linearer Programmierungsaufgaben ist nur 
sehr begrenzt anwendbar. Praktisch relevante Probleme lassen sich graphisch nicht 
losen. Von den verschiedenen numerischen Losungsverfahren , die entwickelt 
worden sind, ist die von DANTZIG entwickelte Simplexmethode die wohl bekann- 
teste und am meisten verbreitete Methode. Die Simplexmethode ist ein allgemeines 
Losungsverfahren fur lineare Programmierungsaufgaben mit beliebig vielen Varia- 
blen. Das graphische Losungsverfahren zeigt auf sehr einfache Weise die Funktions- 
weise der Simplexmethode. Beide Verfahren basieren auf der wichtigen Erkenntnis: 
optimale Losungen eines linearen Programms konnen nur Eckpunkte oder der Rand 
des zulassigen Losungsbereichs sein. Der Name „Simplex“ leitet sich von der Form 
des Bereiches der zulassigen Losungen ab. Man bezeichnet im n-dimensionalen 
Raum ein aus n + 1 Eckpunkten bestehendes konvexes Polyeder als einen n-dimen- 
sionalen Simplex (zweidimensionaler Simplex: Dreieck, dreidimensionaler Simplex: 
Tetraeder). Die Simplexmethode macht sich also das Eckentheorem zunutze. Das 
Rechenverfahren beschrankt sich deshalb bei der Suche nach dem Optimum auf die 
Eckpunkte des Restriktionspolyeders — das sind algebraisch die sog. Basislosungen 
des Gleichungssystems (Miinstermann, H., 1969, S. 186 ff.). 

Ein lineares Programm laftt sich mit Hilfe der Simplexmethode losen, wenn es in 
Normalform dargestellt ist. Dazu ist folgendes erforderlich: 

(1) bj > 0, d.h. alle rechten Seiten der Nebenbedingungsgleichungen diirfen nicht 
negativ sein; 

(2) bei Maximierungsproblemen miissen die Nebenbedingungen von der folgenden 
Art sein: 

n 

D aj;x; < b\ (i = 1, 2, . . . , m) 

j=l 

(3) bei Minimierungsproblemen miissen die Nebenbedingungen von der folgenden 
Art sein: 

n 

£ aijx; > b, (i = 1, 2, . . . , m) 

j=l 

Jedes lineare Optimierungsprobiem laftt sich in die Normalform bringen. 
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A. Simplex-Algorithmus 



Das Prinzip der Simplexmethode beruht auf dem bereits erwahnten Eckentheorem , 
wonach das Optimum auf mindestens einem Eckpunkt des zulassigen Losungsbe- 
reichs liegen mu ft. Man braucht nicht alle Ecken zu kennen, um das Optimum be- 
stimmen zu konnen. Es geniigt zunachst ein einziger Eckpunkt des zulassigen Lo- 
sungsbereichs, um dann schrittweise von Eckpunkt zu Eckpunkt zu springen , bis 
man einen optimalen Eckpunkt erreicht hat (Iterationsverfahren) . Dabei springt 
man nur auf benachbarte Eckpunkte. 



1. Uberfiih rung des Ungleichungssy stems in ein Gleichungssystem 

Der erste Schritt bei der Anwendung der Simplexmethode konzentriert sich auf das 
System der linearen Nebenbedingungen (Restriktionen). Da die numerische (alge- 
braische) Behandlung von Ungleichungen als Restriktionen umstandlich ist, werden 
zunachst die Ungleichungen in Gleichungen iiberfiihrt. Jede Ungleichung wird durch 
die Einfuhrung einer Hilfsvariablen (auch Schlupf, Zusatz-, Pseudovariable genannt) 
x n + i (i = 1,2, . . . , m) in eine Gleichung iiberfuhrt. Dadurch entsteht ein inhomoge- 
nes lineares Gleichungssystem fur die m Nebenbedingungen mit n + m Variablen, 
namlich n eigentliche Variablen ( Hauptvariablen , Strukturvariablen) und m Schlupf- 
variablen. Das line are Gleichungssystem ist unterbestimmt. 

Bei der Maximierungsaufgabe stellen die Schlupfvariablen okonomisch z.B. Leerka- 
pazitaten (von den eigentlichen Variablen nicht verbrauchte Kapazitaten) der ent- 
sprechenden Nebenbedingung dar. Gilt fur den Schlupf der i-ten Gleichung x n + i = 0, 
so ist die i-te Kapazitat voll ausgelastet; bei dem gefundenen Programm existiert 
dann hier keine Leerkapazitat. 

Die Schlupfvariablen haben in der Zielfunktion die Koeffizienten Null, da leerste- 
hende Kapazitaten keinen Zielbeitrag (z.B. keinen Deckungsbeitrag) leisten. 

Fur das oben graphisch geloste Beispiel einer Maximierungsaufgabe — Optimierung 
eines Produktionsprogramms — ist folgendes lineares Programm zu losen: 

Maximiere G = llOxi + 160x2 

unter den Nebenbedingungen (Restriktionen) 



35xi + 


70x 2 < 9.800 


10xi + 


8x 2 < 1.600 


15xi + 


20x 2 < 3.000 


xi > 0, 


X 2 S* 0 



Durch Einftihren von drei Schlupfvariablen X3, X4 und X5 wandeln sich die ersten 
drei Ungleichungen des Programmansatzes in Gleichungen um: 
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35x! + 70x 2 + x 3 = 9.800 

10 xi + 8 x 2 + x 4 = 1.600 

15xi + 20x2 + x 5 = 3.000 

Schlupfvariablen 



Die Nichtnegativitatsbedingung ist auf alle Variablen — also auch auf die Schlupf- 
variablen — auszudehnen, da andernfalls die ,,kleiner— gleich“-Bedingung bei den 
Restriktionen nicht eingehalten werden wiirde. 

xj>0 (j = 1 , 2 , 5). 

Statt der bisherigen Interpretation der Restriktionen, daft die Inanspruchnahme 
(Verbrauch) der Produktionsfaktoren nicht grofter sein darf als deren verfiigbare 
Kapazitat, lassen sich die Gleichungen nunmehr wie folgt erklaren: Die Summe aus 
Leerkapazitat (ungenutzte Kapazitat) plus genutzte Kapazitat ist gleich der Gesamt- 
kapazitat eines Faktors. 

Materiell hat sich durch die Einfiihrung der Schlupfvariablen nichts geandert. Fur 
X 3 > 0 , X 4 > 0 und X 5 > 0 erfiillen alle Variablen xi > 0 und X 2 ^ 0, die das obige 
Ungleichungssystem erfiillen, auch die Bedingungen des Gleichungssystems. Umge- 
kehrt widersprechen die Variablen x\ ^ 0 und X 2 ^ 0 , die fur X 3 ^ 0 , X 4 ^ 0 und 
X 5 > 0 dem Gleichungssystem geniigen, nicht dem obigen Ungleichungssystem. 
,,Die nichtnegativen Schlupfvariablen beeinflussen also niemals die Losung eines 
linearen Programms“ (Miinstermann, H., 1969, S. 188). 

Das Gleichungssystem der Nebenbedingungen besteht jetzt aus drei Gleichungen 
und fiinf Entscheidungsvariablen. Das Gleichungssystem ist also unterbestimmt 
(zwei Freiheitsgrade, d.h. die Werte von zwei Variablen sind frei wahlbar). Die An- 
zahl der Unbekannten (Entscheidungsvariablen) ist grofter als die Zahl der linear 
unabhangigen Gleichungen. Es gibt bei unterbestimmten Gleichungssystemen 
unendlich viele verschiedene Losungen, sofern uberhaupt zulassige Losungen existie- 
ren. Das konnte bereits an der graphischen Darstellung (vgl. zulassiger Losungs- 
bereich in Abb. 2) gezeigt werden. 

Auf Grund des Eckentheorems — auch Simplex-Theorem genannt ( Hadley , G., 
1962, S. 100 ff.) — sind nur Eckpunktlosungen von lnteresse, da nur mindestens eine 
von ihnen die Zielfunktion maximiert (Hauptsatz der linearen Optimierung). Diese 
Eckpunktlosungen werden zulassige Basislosungen genannt. Hat man ein System 
von m Gleichungen, so sind von den (m + n) Variablen, d.h. von den n Hauptvaria- 
blen (Strukturvariablen) und m Schlupfvariablen , die Werte von genau m Variablen 
bestimmbar (gleichviel Unbekannte wie Gleichungen). Dies kann dadurch gesche- 
hen, daft die iibrigen n Variablen gleich Null gesetzt werden. Diese n Variablen , die 
gleich Null gesetzt sind, heiften Nichtbasisvariablen im Gegensatz zu den m Varia- 
blen, die in der Losung sind und Basisvariablen oder Losungsvariablen genannt 
werden. Die Werte der m Basisvariablen lassen sich dann aus dem Gleichungssystem 
auf verschiedene Weisen berechnen. 
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Auf Grund des Simplex-Theorems (Eckentheorems) laftt sich die optimale Losung 
berechnen. Das Simplex-Theorem besagt, daft die optimale Losung eines linearen 
Programms eine zulassige Basislosung (Eckpunktlosung) sein mufi, falls das lineare 
Programm nur eine optimale Losung aufweist oder daft sich zur optimalen Losung 
mindestens eine optimale Basislosung angeben laftt, falls fur das lineare Programm 
mehrere optimale Losungen vorliegen ( Hadley , G., 1962, S. 100 ff.). Da jedes 
Gleichungssystem nur endlich viele Basislosungen besitzt, kann entsprechend dem 
Simplex -Theorem in endlich vielen Rechenschritten (Iterationen) aus den zulassigen 
Basislosungen — die also alle Nebenbedingungen erfiillen — die optimale bestimmt 
werden. Die Basislosung, bei der die Zielfunktion ihren Extremwert (Maximum 
oder Minimum) erreicht, ist dann die gesuchte optimale Losung des linearen Pro- 
gramms. 

Der Simplex-Algorithmus ist ein iteratives Rechenverfahren. Dabei geht man von 
einer ersten zulassigen Basislosung aus. Man tauscht dann jeweils eine Basisvariable 
gegen eine Nichtbasisvariable aus, solange dies noch zu einer Verbesserung des je- 
weils ermittelten Zielfunktionswertes fiihrt. 



2. „Nullprogramm tt als erste zulassige Basislosung (Maximierungsprohlem) 

Die Simplexmethode zeigt einen Weg, das Optimum zu finden, ohne daft alle Eck- 
punkte des Losungsraumes durchgepriift werden. Zunachst wird eine zulassige Aus- 
gangslosung bestimmt. Diese stellt eine zulassige Basislosung dar. Im vorliegenden 
: Beispiel der Optimierung eines Produktionsprogramms mit den Nebenbedingungen 
n 

2 aijx; < bj (i = 1 , 2 , . . . , m) 
j=l 

xj >0 (j = 1 , 2 , . . . , n) 

ist die Nulldsung (,,Nullprogramm“) eine zulassige Losung mit den Hauptvariablen 
xj = 0 (j = 1 , 2, . . . , n). Dabei werden die bj-Werte als nichtnegativ vorausgesetzt 
(bj > 0 fur i = 1, 2, . . . , m). Diese Nullosung liegt (graphisch betrachtet) im Koor- 
dinatenursprung. Bei der Nullosung behandelt man also die Strukturvariablen 
(Hauptvariablen) als Nichtbasisvariablen und setzt sie gleich Null. Das ist vorteil- 
haft, weil die entsprechenden Werte der Schlupfvariablen, die somit die Basisva- 
riablen sind, aus dem Gleichungssystem ablesbar sind und somit die erste zulas- 
sige Basislosung sofort bestimmt werden kann. Im Beispiel haben am Koordina- 
tenursprung (xj = 0 und X 2 = 0 ) die iibrigen Variablen die Werte X 3 = 9.800, 
x 4 = 1.600 und x 5 = 3.000 mit G = 110 • 0 + 160 • 0 + 0 • 9.800 + 0 • 1.600 + 
+ 0 • 3.000 = 0 . 

Da in diesem ,,Nullprogramm“ nichts gefertigt wird, ist der Deckungsbeitrag (kurz 
Gewinn) Null und die vorhandenen Kapazitaten stellen samtlich Leerkapazitaten dar. 

Diese zulassige Basislosung stellt sicherlich nicht die optimale Losung des linearen 
Programms dar. Man versucht nun, diese Losung zu verbessern. 
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3. Simplex kriterium 

Der Ubergang von einer zulassigen Basislosung (Eckpunkt des Losungsbereichs) zu 
einer anderen geschieht dadurch, daft eine Losungsvariable (Basisvariable) in der ak- 
tuellen Losung durch eine Variable, die nicht in dieser Losung enthalten ist (Nicht- 
basisvariable), ersetzt wird. Hierbei ist allerdings sicherzustellen, daft die neue Basis- 
losung nicht nur zulassig ist, sondern auch „besser“ ist als die alte; dies bedeutet: 

(1) Es ist zu uberpriifen, ob die erreichte Losung die gesuchte Optimallosung be- 
reits darstellt; 

(2) falls die gesuchte Optimallosung noch nicht erreicht ist, miissen 

■ die aufzunehmende und die aus der Basislosung zu eliminierende Variable 
mit der Maftgabe bestimmt werden, daft 

— eine verbesserte Losung erreicht wird, 

— die neue (verbesserte) Losung im zulassigen Losungsraum liegt; 

■ die Werte der Basisvariablen der neuen Losung ermittelt werden. 

Ob bereits die Optimallosung vorliegt oder ob eine Losung verbessert werden kann, 
wird an Hand des Simplexkriteriums ( Krelle , W., Kiinzi , , H. P., 1958, S. 29) iiber- 
priift. Man vergleicht fur alle Nichtbasisvariablen die Vor- und Nachteile ihrer Auf- 
nahme in die Basislosung. Dazu werden (zj — gp-Differenzen gebildet. zj zeigt die 
Zu- oder Abnahme des Zielfunktionswertes (z.B. des Gewinns) durch Veranderun- 
gen an den Basisvariablen mit dem Index j. Die Variation des Zielfunktionswertes 
durch Veranderungen an den Basisvariablen wird also zu dem Symbol zj zusammen- 
gezogen: 



zj = giaij -h g 2 a 2 j + • • • +g m a m j 

bzw. 

m 

z j = Z g ‘ a 'i 

i=l 

Dabei sind ajj die Koeffizienten der Variablen in den Nebenbedingungen und g\ die 
Zielfunktionskoeffizienten der Basisvariablen, wahrend gj die Zielfunktionskoeffi- 
zienten der Variablen in der Zielfunktion sind. 

Der Austausch der Variablen fiihrt dann zu einer Vergrofterung des Zielfunktions- 
wertes (z.B. zu einer Gewinnvergrofierung) , wenn fur die Differenz gilt: 

gj — zj > 0 oder 

m 

bzw. £ giaij - gj < 0 
i= 1 



Zj - gj < 0 



Die Differenz (zj — gj) zeigt fur eine Basislosung, ob die Aufnahme der Nichtbasis- 
variablen Xj in die Basis zu einer Verbesserung der Losung fiihren kann. Die Diffe- 
renzen (zj — gj) heiften auch Opportunitatskosten , Schattenpreise oder Vor- und 
Nachteilewerte. 



41 




Bei Anwendung der Simplexmethode wird nach jeder gefundenen zulassigen Basis- 
losung (Ausgangslosung und nach jeder Iteration) gepriift, ob eine oder mehrere 
negative Differenzen (fur die Nichtbasisvariablen) noch existieren. Nur die Aufnah- 
me von solchen Nichtbasisvariablen in die Basislosung kann sinnvoll sein, die zu 
einer Verbesserung der Losung fiihren. Das Ende der Vornahme von Austausch- 
schritten zeigt das Simplexkriterium an: Sind alle Opportunitatskosten nichtnegativ , 
also alle (zj — gp ^ 0, so ist die Optimalldsung gefunden. 



4. Simplextableau 

Um mit moglichst wenig Rechenaufwand die Durchfiihrung der Iterationsschritte 
zu ermoglichen, hat sich eine bestimmte rationelle Vorgehensweise fur die Simplex- 
methode gebildet. Sie ist mit geringen Modifikationen in der Literatur stark verbrei- 
tet ( Bloech , J., 1974, S. 74 ff.). Man kann mit dieser Rechentechnik der Simplex- 
methode (Simplex-Algorithmus) lineare Programmierungsaufgaben mit beliebig vie- 
len Variablen losen. Das iterative Rechenverfahren , das von einer ersten zulassigen 
Basislosung (z.B. ,,Nullprogramm“) ausgeht und dann solange jeweils eine Basis- 
variable gegen eine Nicbtbasisvariable austauscht, bis keine Verbesserung des Ziel- 
funktionswertes mehr moglich ist , erfolgt in einem festen Schema, dem sogenann- 
ten Simplextableau. Dabei wird der Austausch der Variablen so vorgenommen, daft 
man immer zulassige Basislosungen erhalt und mit jeder Iteration eine Verbesserung 
des Zielfunktionswertes erreicht wird. Die notwendigen Umformungen werden in 
Matrizenform, d.h. in Simplextableaus dargestellt. Dabei kommt als Losungsmetho- 
de der modifizierte Gaufische Algorithmus zur Anwendung ( Miinstermann , H., 
1969, S. 97 und S. 186): das lineare Gleichungssystem wird mit Hilfe sog. elemen- 
tarer Zeilenoperationen umgeformt. (Der Name ,,modifizierter Gauftscher Algorith- 
mus“ weist auf den Unterschied dieser Losungsmethode gegeniiber dem Gauftschen 
Algorithmus hin, der die Transformation der Koeffizientenmatrix nur in eine Drei- 
ecksmatrix zum Ziel hat. Der modifizierte Gauftsche Algorithmus formt eine Koef- 
fizientenmatrix in eine Diagonalmatrix um.) 

Wir wollen nun zur Verdeutlichung der Rechentechnik des modifizierten Gauft- 
schen Algorithmus (mit Simplextableaus) unsere Maximierungsaufgabe von oben — 
Optimierung eines Produktionsprogramms — rechnerisch losen. 

Die Zielfunktion lautet: 

Maximiere G = llOxi + 160x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 
Nebenbedingungen: 

35xi + 70x2 + l x 3 + 0x4 + ^ x 5 = 9.800 

10xj + 8x2 + 0x3 + l x 4 + 0x5= 1.600 

15xi + 20x2 + 0 X 3 + 0x4 + 1x5 = 3.000 

XI, x 2 , x 3 , x 4 , x 5 > 0 
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Diesen Ansatz fafit das folgende Simplex tableau (Tableau I) zusammen. Die Reihen- 
folge der Spalten wird in der Rechnung nie verandert, somit brauchen die Symbole 
der Variablen nur in die Kopfzeile iiber die betreffenden Spalten geschrieben zu 
werden. Das Tableau I stellt gleichzeitig eine zulassige Ausgangslosung , die Null- 
losung (Nullprogramm) dar. Die drei Schlupfvariablen X3, X4 und x $ sind Basisva- 
riablen. Sie erscheinen in der Vorspalte xg (Spalte der Variablen, die sich in der 
Basislosung befinden). Die beiden Hauptvariablen (Strukturvariablen) x\ und X 2 
sind Nichtbasisvariablen-, sie nehmen daher den Wert Null an. (Das Gleichungssystem 
ist unterbestimmt und besitzt zwei Variablen, deren Wert frei gewahlt werden kann. 
Zwei Variablen werden also jeweils gleich Null gesetzt, damit werden die restlichen 
drei Variablen bestimmbar.) Die Losungswerte der Basisvariablen best man in der 
bj-Spalte (die auch ,,Recbte Seite “ (RS) genannt wird) mit X 3 = 9.800, X 4 = 1.600 
und X 5 = 3.000 ab. Dort ist auch die jeweilige Zielgrofte angegeben (G = 0). Diese 
zulassige Basislosung entspricht bei der graphischen Darstellung dem Koordinaten- 
ursprung 0 (vgl. Abb. 2). In die zweite Spalte werden die Zielfunktionskoeffizienten 
der Basisvariablen (gi) eingetragen. Fortlaufend nach rechts folgen die Spalten der 
Koeffizientenmatrix mit den ajj-Werten (den Koeffizienten der Nebenbedingungen). 
Unter diesem sog. Kern des Tableaus werden — zunachst zur Verdeutlichung — die 
zugehorigen Zielfunktionskoeffizienten gj in eine Zeile und immer die Schatten- 
preise der einzelnen Variablen in die unterste Zeile geschrieben. (Fiir geiibte Rech- 
ner ist die gj-Zeile und die gj-Spalte entbehrlich. In der Literatur wird daher oft nur 
die Zeile der (zj — gp-Werte gefuhrt.) Der Schattenpreis der Spalte j ergibt sich ais 
Differenz zj — gj. Die Koeffizienten der Entscheidungszeile (z j — gj) geben dariiber 
AufschluB, ob die gefundene Losung durch eine weitere Iteration noch verbessert 
werden kann. Das Simplexkriterium besagt ja: erst wenn in der letzten Zeile nur 
nichtnegative Schattenpreise stehen, ist die optimale Losung erreicht. 



Tabelle 1: Tableau I - Simplex-Ausgangstableau - ,,Nullosung“ 



X B 


V'ariablen 


x i 


x 2 


x 3 


x 4 


x 5 


RS 

(bj) 


qi 


x 3 


0 


35 


© 


1 


0 


0 


9.800 


9.800 

70 


= 140 


x 4 


0 


10 


8 


0 


1 


0 


1.600 


1.600 

8 


= 200 


x 5 


0 


15 


20 


0 


0 


1 


S.000 


3.000 

20 


= 150 


gj 


110 


160 


0 


0 


0 


- 






z j - 




-110 


-160 


0 


0 


0 


G = 0 
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Bei einer wegen b\ > 0 zulassigen Basislosung eines linearen Programms lautet das 
erste Simplex-Tableau in allgemeiner Schreibweise: 

Tabelle 2: Tableau la — Simplex-Ausgangstableau in allgemeiner Schreibweise 



X B 


^Variablen 

gi"\^ 


X 1 


x 2 


x 3 


• • x n 


x n+ 1 


x n+2 • • 


• x n+m 


RS 

(bi) 


x n+l 


0 


a ll 


a 12 


a 13 • 


. . aj n 


1 


0 . . 


. 0 


bi 


x n+2 


0 


a 21 


a 22 


a 23 • 


• • a 2n 


0 


1 . . 


. 0 


b 2 


x n+m 


0 


a ml 


%n2 


a m3 • 


• • a mn 


0 


0 . . 


. 1 




Zj - gj 


“gl 


~g2 


“g3 • 


• * “gn 


0 


0 . . 


. 0 


G = 0 



5. Iterationen 

a) Spaltenauswahl 

Gilt (zj — gj) < 0 fiir eine Nichtbasisvariable xj, so wird eine Nichtbasisvariable ge- 
gen eine Basisvariable ausgetauscht. Die Auswahl der Nichtbasisvariablen entspricht 
der Spaltenwahl, d.h. es wird die Spalte gewahlt, in der sich die in die Basis (Basislo- 
sung) aufzunehmende Variable befindet; sie heiftt Pivotspalte. 

Fiir die zweckmaBige Auswahl der Pivotspalte bei mehr als einem negativen Schat- 
tenpreis in der (zj — gp-Zeile gibt es zwei Versionen: 

(1) , .Steepest Unit Ascent “-Version und 

(2) , .Greatest Change“-Version. 

Nach der „Steepest Unit Ascent* '-Version ist diejenige Nichtbasisvariable in die Lo- 
sung einzufiihren, die den grofiten Zielfunktionsbeitrag pro Mengeneinheit erbringt. 
Hiernach kommt diejenige Nichtbasisvariable in die Basislosung, die z.B. den groft- 
ten Gewinnzuwachs pro Mengeneinheit zulaftt, bei der mithin der steilste Anstieg 
pro Einheit zu realisieren ist. Nach der ..Steepest Unit Ascent“-Version ist also die 
Spalte mit der minimalen Differenz die Pivotspalte (k). In unserem Beispiel ist das 
die Spalte k = 2 mit Z 2 — g2 = — 160. Die Aufnahme von X 2 in eine neue Basis er- 
hoht den Gewinn G um 160 DM je produzierte und abgesetzte Mengeneinheit der 
Produktart P 2 . 

b) Zeilenauswahl 

1st die Frage geklart, welche Nichtbasisvariable in die neue Basis einzufiihren ist 
(Spaltenauswahl), so muB noch festgelegt werden, welche Basisvariable dafur aus 
der Basis ausscheiden muB, d.h. im vorliegenden Beispiel gegen die neu einzufiih- 
rende Basisvariable X 2 ausgetauscht wird. Da die ausscheidende Variable als kiinfti- 
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ge Nichtbasisvariable den Wert Null annehmen mufi, scheidet die mit der engsten 
Restriktion aus ( Zeilenauswahl ). Zur Ermittlung der engsten Restriktion (des Eng- 
passes fur die einzufiihrende Variable x^) werden fur die Werte a^ > 0 die Quo- 
b i 

tienten = q; gebildet; der kleinste Quotient gibt die engste Restriktion an. Das 

a ik 

Minimum der Quotienten, die durch Division der Werte der RS-Spalte (RS-Spalte, 
auch Losungsspalte, Spalte der ,,Rechten Seite“) (bj) durch die zugehorigen positi- 
ven Koeffizienten der aufzunehmenden Variablen (also der positiven Koeffizienten 
a,k der Pivotspalte k) hervorgehen, bestimmt die ausscheidende Variable. (Nur die 
positiven Koeffizienten kommen als Divisor in Frage, da eine Null keine Verande- 
rung des Zielfunktionswertes G bringen und ein negativer Koeffizient gar zu einer 
unzulassigen Losung (Verletzung der Nichtnegativitatsbedingung) fiihren wiirde.) 
Die Division ist im Tableau I in der Hilfsspalte qj vorgenommen. Der kleinste Quo- 
tient ist im Beispiel 140; er befindet sich in der ersten Zeile der Matrix. Die Aus- 
wahlzeile wird — analog zur Auswahlspalte — Pivotzeile (Zeilenindex p) genannt. 
Im Beispiel ist die erste Zeile die Pivotzeile (p = 1) mit der ausscheidenden Varia- 
blen X 3 . Die Produktion von 140 Mengeneinheiten von P 2 (X 2 = 140) laftt die seit- 
herige Basisvariable X 3 auf Null schrumpfen. 

Nachdem fiber den Austausch der Variablen entschieden ist, konnen die Umformun- 
gen des linearen Gleichungssystems beginnen. Zuvor soil aber noch auf die Mog- 
lichkeit der Spaltenauswahl nach der ,, Greatest Change“-Version eingegangen 
werden. 

Die Spalten- und Zeilenauswahl nach der „ Greatest Change “-Version beriicksichtigt 
den Tatbestand, daft die Erhohung des Zielfunktionswertes (G) nicht nur von den 
Differenzen (zj — gj) < 0 pro Mengeneinheit abhangig ist, sondern auch davon, um 
wieviel die neu in die Basis aufzunehmende Nichtbasisvariable wachst, d.h. welchen 
Wert sie in der neuen Losung annehmen wird. Diesen Wert erhalt man aus dem 

bj 

kleinsten positiven Quotienten qjj = fur alle Spalten j mit negativen Schatten- 

ai J 

preisen (zj — gj < 0 ). Bei der , .Greatest Change “-Version der Simplexmethode wird 
fur jede Spalte des Tableaus mit negativer (zj — gp-Differenz (Schattenpreis) der 
kleinste Quotient qjj bestimmt und mit dem entsprechenden Schattenpreis multi- 
pliziert. Als Pivotspalte und Pivotzeile werden die mit dem minimalen Produkt aus 
diesen beiden Groften ausgewahlt. Dieses Produkt stellt als Absolutwert zugleich die 
gesamte Erhohung des Zielfunktionswertes (G) dar. 

Im Beispiel wiirden sich fur die Spalte j = 1 folgende Quotienten qjj ergeben: 



qn 



9800 

35 



280, 



q21 



1600 

10 



160, 



q3i 



3000 

15 



= 200 



Der kleinste Quotient fur die Spalte j = 1 ist q 2 i = 160. Diesen Quotienten multi- 

pliziert mit dem zugehorigen Schattenpreis (—110) ergibt -17.600. Der kleinste 

9800 

Quotient fur die Spalte j = 2 ist qi 2 = = 140. Multipliziert man diesen mit 

70 
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dem zugehorigen Schattenpreis ( — 160), so erhalt man —22.400. Das minimale Pro- 
dukt ist also —22.400, so daft im Beispiel auch nach der ,, Greatest Change“-Version 
Spalte k = 2 und Zeiie p = 1 die Pivotspalte bzw. Pivotzeile bilden wiirden. Bei um- 
fangreicheren Optimierungsproblemen fiihrt die ,, Greatest Change“-Version in der 
Regel (also nicht immer) mit weniger Iterationen zur Optimallosung. Sie erfordert 
dafiir aber mehr Rechenaufwand bei der Spalten- und Zeilenauswahl. 

c) Matrizenoperationen des modifizierten Gauftschen Algorithmus 

Die Matrizenoperationen (elementare Zeilenoperationen) des modifizierten Gaufi- 
schen Algorithmus zur Bestimmung der verschiedenen Basislosungen eines linearen 
Gleichungssystems lassen sich ebenfalls iibersichtlich in Tabellenform wiedergeben. 
Nachdem im Beispiel die zweite Spalte als Pivotspalte (k = 2) und die erste Zeiie als 
Pivotzeile (p = 1) bestimmt ist, wird das Element ap^ = ai 2 = 70 Pivotelement ge- 
nannt. Es liegt im Kreuzungspunkt der Pivotspalte und Pivotzeile (,,pivot“ (franz.)-. 
Drehpunkt, Angelpunkt) und wird jeweils durch einen Kreis markiert. 

Fiir die neue Basis wird das Gleichungssystem gelost. Dabei muft das Gleichungs- 
system so umgeformt werden, daft die neue Basisvariable X 2 nur noch in einer Ne- 
benbedingung erscheint; d.h. sie muft aus alien iibrigen Nebenbedingungsgleichun- 
gen eliminiert werden — die klassische Methode zur Losung von linearen Glei- 
chungssystemen ist die Eliminationsmethode ( Muller -Merbach , H., 1973, S. 34 
ff.). Dazu wird die Pivotzeile (p) durch das Pivotelement (apk) dividiert, und es 

wird von ieder anderen Zeiie i (i =£ p) das -^ 7 -fache der Zeiie p (Pivotzeile) sub- 

p <* k -gk> 

trahiert. Auch von der Entscheidungszeile (letzte Zeiie) wird das fache 

a pk 

der Zeiie p abgezogen. Es entsteht das zweite Simplextableau nach der ersten 
Iteration: 

Tabelle 3: Tableau II — Losung nach der 1. Iteration 



X B 


Variablen 


xi 


x 2 


x 3 


x 4 


x 5 


RS 

(bi) 


qi 


*2 


160 


1/2 


1 


1/70 


0 


0 


140 


280 


x 4 


0 


6 


0 


-8/70 


1 


0 


480 


80 


x 5 


0 


© 


0 


-2/7 


0 


1 


200 


40 


z j 


-gj 


-30 


0 


16/7 


0 


0 

1 


G = 22.400 





Das zweite Tableau stellt eine neue zuldssige Basislosung dar, in der die Basisvaria- 
blen X2 = 140, X4 = 480 und X5 = 200 auftreten. Die Variablen x\ und X3 sind in 
dieser Losung Nichtbasisvariablen (mit dem Wert Null). Dieses Programm, das dem 
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Eckpunkt A der graphischen Darstellung entspricht (vgl. Abb. 2), wurde also nur 
Produktart P2 mit X2 = 140 Mengeneinheiten realisieren und dabei die Kapazitat 
der ersten Produktionsfaktorgruppe (Roh-, Hilfsstoffe etc.) vollstandig verbrauchen. 
Dies erkennt man daran, daft die Schlupfvariable X3 (also die ungenutzte Kapazitat 
der Faktorgruppe 1) Nichtbasisvariable ist (X3 = 0). Die ungenutzte Kapazitat der 
Faktorgruppe 2 betragt — wie aus der Losungsspalte RS abzulesen ist — hingegen 
noch X4 = 480 Maschinenstunden (1600 — 140 • 8= 480) und die der Faktor- 
gruppe 3 noch X5 = 200 Arbeitsstunden (3000 — 140 • 20 = 200). Der zugehorige 
Gewinn betragt G = 22.400 DM. 

Durch den Rechenschritt sind auch die Opportunitatskosten (Schattenpreise) in die- 
jenigen iiberfiihrt worden, die fur diese Basislosung gelten. Diese Opportunitats- 
kosten konnen auch durch getrennte Berechnung der Werte zj und die Bildung der 
Differenzen zj — gj ermittelt werden: 

m 

Zi = £ gj aj ! = 160 • 1/2 + 0 • 6 + 0 • 5 = 80 
i= 1 

zi - gj =80- 110= - 30 

Z3 — g3 = (160 • 1/70 + 0 • (-8/70) + 0 • (-20/70)) - 0 = 16/7 

Die iibrigen Differenzen in der Entscheidungszeile sind alle Null, wie sich leicht 
nachpriifen laftt. Der letzte Wert der untersten Zeile gibt mit G = 22.400 den Ge- 
winn (Zielfunktionswert) des Programms an. Er wurde gebildet, indem zu dem Wert 
Null des ersten Tableaus das 160-fache von b p = 140 addiert wurde. 

Die Rechnung wird fortgefuhrt: 

Da in der vorliegenden Losung des Tableaus II (zi — gi) < 0 ist, fiihrt die Aufnah- 
me von xi in ein neues Programm zu einer Gewinnsteigerung von DM 30, — je pro- 
duzierte und abgesetzte Mengeneinheit des Produktes Pi (Simplex-Kriterium). Die 
Iteration wird wie beschrieben wiederhoit. Pivotspalte ist die erste Spalte (k = 1), 
Pivotzeile ist die dritte Zeile (p = 3) und Pivotelement ist a3i = 5 (vgl. die Kreismar- 
kierung im Tableau II). Durch Division der Pivotzeile (p = 3) durch das Pivotelement 
( a 3l = 5) erhalt man die dritte Zeile der neuen Losung (Tableau III). Die neue erste 
Zeile des Tableaus III erhalt man durch Subtraktion des (l/2)-fachen der neuen 
dritten Zeile von der ersten Zeile des Tableaus II. Analog berechnet sich die zweite 
Zeile des Tableaus III durch Subtraktion des 6-fachen der neuen dritten Zeile von 
der zweiten Zeile des Tableaus II. Die vierte Zeile des neuen Tableaus schlieftlich 
ergibt sich, indem man das (— 30)-fache der neuen dritten Zeile von der vierten Zeile 
des Tableaus II subtrahiert. Die Losung nach der zweiten Iteration lautet: 
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Tabelle 4: Tableau 111 — Ii>sung nach der 2. Iteration — Optimallosung 



X B 


Variablen 


X 1 


x 2 


x 3 


x 4 


x 5 


RS 

<bj) 


x 2 


160 


0 


1 


3/70 


0 


-1/10 


120 


x 4 


0 


0 


0 


8/35 


1 


-6/5 


240 


X 1 


110 


1 


0 


-2/35 


0 


1/5 


40 


z i 


-gj 


0 


0 


4/7 


0 


6 


G = 23.600 



Das dritte Tableau wird anhand des Simplexkriteriums auf Optimalitat hin gepriift. 
Da die Entscheidungszeile keine negativen Schattenpreise (Differenzen (zj - gj) > 0, 
fur alle j) hat, gibt es keine Verbesserungsmoglichkeit mehr. Das optimale Produk- 
tionsprogramm ist ermittelt;es entspricht der Losung fur den Eckpunkt B in Abb. 2. 



6. Zusammenfassung der Vorgehensweise nach der Simplexmethode 

Nachdem alle Rechenregeln der Simplexmethode besprochen sind, sollen sie zusam- 
mengefaftt dargestellt werden. Die Simplexmethode laftt sich in folgende, fur eine 
EDV-Programmgestaltung relevanten Schritte zerlegen, wenn keine Sonderfalle (die 
spater behandelt werden) vorliegen: 

Schritt 1: 

Bilde das Ausgangstableau (Nullprogramm)! Alle Elemente der ,,Rechten Seite“ 
(RS), in der die Beschrankungen (bj) stehen, sind nicht negativ (b\ > 0). Die Basis- 
variablen xg (in der Ausgangslosung sind dies die Schlupfvariablen x n+ i (i = 1, 2, 

. . . , m)) haben in der entsprechenden Spalte den Koeffizient „+l“. Alle anderen 
Koeffizienten der Basisvariablen haben den Wert Null. 

Schritt 2: 

Sind in der (zj - gj)-Zeile (Entscheidungszeile) alle Koeffizienten nicht negativ? 
Wenn ja, ist das Optimalprogramm erreicht (Simplexkriterium). Wenn nein, folgt 
Schritt 3. 

Schritt 3: 

Wahl der Pivotspzlte k z.B. nach „Steepest Unit Ascent“-Version: das minimale Ele- 
ment der Entscheidungszeile ((zj — gp-Werte) ist zu bestimmen. Die zugehorige 
Spalte ist die Auswahlspalte (Pivotspalte); die entsprechende Nichtbasisvariable soil 
in die Basis eingefiihrt werden. 



48 




Schritt 4: 

Wahl der Pivotzeile p: bilde aus den Werten der RS-Spalte und den entsprechenden 
Koeffizienten der Pivotspalte die Quotienten qj fur alle positiven Koeffizienten der 



bi 

Pivotspalte: qj = fur a^ > 0. Die Zeile mit dem minimalen Quotienten q, ist die 

a ik 

Auswahlzeile (Pivotzeile) p. Auswahlspalte k und Pivotzeile p kreuzen sich im Pivot- 
element a p fc. 



Schritt 5: 

Jedes Element der Pivotzeile (also auch b p ) wird durch das Pivotelement a p k divi- 
diert. Das Ergebnis wird an gleicher Stelle in ein neues Simplextableau geschrieben. 
Diese Zeile erhalt in der Vorspalte xg die Variable aus der Pivotspalte (neue Basis- 
variable, Variablenaustausch). 



Schritt 6: 

Von alien Zeilen i, die nicht Pivotzeile sind, wird von jedem Element das a^-fache 
des neuen Wertes der Pivotzeile p subtrahiert. Die Ergebnisse sind in das neue 
Tableau einzutragen; das Gleichungssystem ist umgeformt. Die neuen Werte der 
(zj — gj)-Zeile werden auf die gleiche Weise ermittelt und eingetragen. 

Es folgt Schritt 2! 



B. Wirtschaftlicher Inhalt der Optimierungsmethode 



1. Okonomische Interpretation der Inhalte des Simplextahleaus 

1m vorliegenden Problem der Produktionsplanung sind folgende Tatbestande von 
wirtschaftlichem Interesse ( Marcus , P. 1966, Haupt, P., Wegener , H., 1973, S. 8 ff.): 
Im Simplex-Ausgangstableau (,,Nullosung“) stehen in der RS-Spalte die Kapazitaten 
der Produktionsfaktorgruppen, iiber die in der Planperiode disponiert werden kann. 
Die Dimensionen der Elemente dieser RS-Spalte sind Tonnen, Maschinenstunden, 
Arbeitsstunden oder ahnliche. 

Die (technischen) Koeffizienten a ij der Nichtbasisvariablen im Simplex-Ausgangs- 
tahleau (Hauptvariablen) geben den Mengen- oder Zeitverbrauch zur Herstellung 
von einer Mengeneinheit der Produktart j an Faktor oder Faktorgruppe i wieder. 
Die Koeffizienten der Basisvariablen x n +\ (i = 1 , 2, . . . , m) sind 1. Die Basisvaria- 
blen besitzen die Dimensionen der entsprechenden Kapazitaten. Im Ausgangsta- 
bleau sind die vorhandenen Kapazitaten samtlich ungenutzt (Leerkapazitaten). 

Jede Produktion wiirde Teile der Leerkapazitaten verdrangen. Die technischen Ko- 
effizienten ajj geben an, wieviele Einheiten der Basisvariablen x n+ j durch die Ein- 
fiihrung einer Mengeneinheit der Nichtbasisvariablen xj verdrangt wiirden. In der 
Entscheidungszeile (zj — gj) stehen Groften, die auf Veranderungsmoglichkeiten 
der Zielgrofie G hinweisen. Der Wert zj entsteht aus der Summe der mit gj bewerte- 
ten Koeffizienten ajj der Spalte j und beschreibt einen Teil der Auswirkung der 



49 




Aufnahme einer Mengeneinheit der Variablen xj in die Basis. Der Deckungsbeitrag 
gj gibt den anderen Teil der Auswirkung an. Die Differenz (zj - gj) gibt also die Ge- 
samtveranderung der Zielgrofie G an, die durch die Aufnahme einer Mengeneinheit 
der Nichtb asisvariablen Xj in die Losung entsteht. Die Differenzen (zj — gj) sind 
Opportunitatskosten oder Schattenpreise. Das negative Vorzeichen fur mogliche 
Zielverbesserungen steht im Einklang mit dem Begriff der Opportunitatskosten 
(. BloechJ ., 1974, S. 85). 

Je nach Fortschreiten der Iterationen wechseln die Koeffizienten ajj und b[ ihre 
Dimensionen. Stets gilt jedoch, daft die Koeffizienten ajj die mengenmaftige Verdran- 
gung der Variablen in der Zeile i durch die Beriicksichtigung einer Mengeneinheit 
der Variablen der Spalte j darstellt. Die Schattenpreise behalten ihre Dimensionen 
in jedem Tableau. 

Zur Interpretation der Optimalldsung entnehmen wir dem Tableau III die optima - 
len Losungswerte: 

xi = 40, X 2 = 120, X 3 = 0, X 4 = 240, X 5 = 0 mit 

G = 40 • 110 + 120 • 160 = 23.600 

Okonomisch interpretiert bedeutet dies: der Betrieb kann unter den gegebenen Um- 
standen als kurzfristigen Plan folgendes optimale Produktionsprogramm realisieren: 
Er fertigt 40 Mengeneinheiten von Produktart Pj und 120 Mengeneinheiten von 
Produktart P 2 . Dabei sind die Produktionsfaktorgruppen 1 und 3 voll ausgelastet 
(X 3 = 0 und X 5 = 0). Sie stellen die Engpasse des Programms dar. Die Produktions- 
faktorgruppe 2 weist eine Leerkapazitat (ungenutzte Kapazitat) von 240 Maschi- 
.nenstunden auf (X 4 = 240). Der grofttmogliche Deckungsbeitrag des Programms be- 
tragt DM 23.600. Die fixen Kosten, die in der Planungsperiode anfallen, miiftten 
von G abgezogen werden, um das maximale Perioden-Nettoergebnis zu erhalten. 
Der Betrag der fixen Kosten hat Einfluft nur auf die Hohe des Nettoergebnisses, 
nicht aber auf das optimale Produktionsprogramm. 



2. Bewertung von Engpassen 

Dem Tableau III konnen auch die Opportunitatskosten der Entscheidungszeile 
((zj — gj)-Differenzen) entnommen werden. Sie liefern in den Spalten der Schlupf- 
variablen die Bewertungen fiir die Engpasse des optimalen Produktionsprogramms , 
d.h. fur diejenigen Bedingungen (Restriktionen), die voll ausgeschopft sind. Im Op- 
timal tableau sind also einige der Schlupfvariablen mit Null vorbestimmt (Nichtbasis- 
variablen), wodurch die vollstandige Ausnutzung der zugehorigen Kapazitaten zum 
Ausdruck kommt. Im allgemeinen treten in den zugehorigen Spalten der Schlupf- 
variablen, die Nichtbasisvariablen sind, positive (zj — gp-Differenzen auf. Diese 
Schattenpreise zeigen die Gewinnverdnderung der Zielgrofte G bei Veranderung der 
zugehorigen Kapazitat um eine Mengeneinheit an. Deswegen kann der Gewinn im 
Optimum auch als Summe der Produkte aus alien Kapazitaten mit ihren Schatten- 
preisen bestimmt werden; im Beispiel (vgl. Optimaltableau III): G = 9.800 • 4/7 + 
+ 1.600 .• 0 + 3.000 • 6 = 23.600. 
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Der Koeffizient (Z3 — g$) = 4/7, der zur Schlupfvariablen X3 gehort (vgl. Tableau 
III), besagt z.B., daft eine Kapazitatserweiterung der Produktionsfaktorgruppe 1 
(Roh-, Hilfsstoffe etc.) um eine Mengeneinheit zu einer Vergrofterung des Gewinns 
G um 4/7 DM fiihren wiirde. Umgekehrt wiirde eine Gewinnverminderung bei Nicht- 
ausnutzung dieser Kapazitat um 4/7 DM je Mengeneinheit der Kapazitat eintreten. 
Analog bedeutet der Koeffizient (Z5 — gs) = 6, der zur Schlupfvariablen X5 gehort 
(vgl. Tableau III), daft eine Zunahme der Kapazitat der Faktorgruppe 3 (Arbeits- 
stunden) um eine Stunde den Gewinn G um DM 6, — steigern bzw. umgekehrt eine 
Abnahme der Kapazitat um eine Stunde den Maximalgewinn G um DM 6, — verklei- 
nem wiirde. Da die Schlupfvariable X4 mit 240 ME in der Basis ist, bedeutet dies, 
daft die Produktionsfaktorgruppe 2 noch 240 Maschinenstunden Leerzeit (unge- 
niitzte Kapazitat) hat. Der zugehorige Schattenpreis ist Null, da eine Veranderung 
der Leerkapazitat um eine Stunde keine Veranderung des Optimalgewinnes G brin- 
gen kann. 



C. Sonderfalle 



1. Mehrfachlosungen 

Bei Anwendung des Simplexkriteriums wird die Entscheidungszeile mit den (zj — gj). 
Werten uberpriift, da diese Schattenpreise eine Verbesserungsmoglichkeit der vor- 
liegenden Losung anzeigen. Ergibt sich ein Tableau, das in der (zj — gp-Zeile fur 
wenigstens eine Nichtbasisvariable Werte Null aufweist, so besitzt das lineare Pro- 
grammierungsproblem unendlich viele optimale Losungen (Mehrfachlosungen). Eine 
Mehrfachlosung erlaubt den Austausch einer Basisvariablen gegen eine Nichtbasis- 
variable (mit dem Schattenpreis Null), ohne daft der Zielfunktionswert (G) sich 
andert. Diesen von der graphischen Losung her plausiblen Fall — eine Begrenzungs- 
gerade verlauft in der Isogewinngeraden — erkennt man also daran, daft in einer er- 
sten optimalen Losung (mit x° pt ) in der (zj — gp-Zeile unter mindestens einer 
Nichtbasisvariablen eine Null auftritt. Durch eine weitere Iteration (Aufnahme einer 
solchen Nichtbasisvariablen mit Schattenpreis Null in die Basislosung) erreicht man 
eine zweite optimale Losung (mit jc^P 1 ). Aus diesen beiden optimalen Losungen 
lassen sich dann durch Linearkombination beliebig viele optimale Losungen x°P r 
berechnen: 



x°P t = X^ t + (l -\)x°^ mit 0 < X < 1 



Die Zielfunktion fallt also im Falle der Mehrfachlosungen mit der Verbindungskan- 
te zweier benachbarter Extremalpunkte mit x^P 1 und x®? 1 zusammen; alle Punkte 
dieser gemeinsamen Geraden (oder auch Hyperebene) sind optimale Losungen 
C Hadley , G., 1962, S. 99 f.). 
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2. Degeneration 



Auch die Degeneration oder Entartung kann als Mehrfachlosung interpretiert wer- 
den. Sie liegt vor, wenn in einer Basislosung mindestens eine Basisvariable den Wert 
Null annimmt. Die Degeneration tritt auf, wenn bei der Auswahl der Pivotzeile 
mindestens zwei Quotienten (qj) bei gegebener Spalte minimal sind, z. B. b 2 : a 2k 
= b 3 : a 3k . Diese Situation fiihrt im folgenden Tableau dazu, daft Basisvariablen den 
Wert Null annehmen. Das Ausscheiden dieser Basisvariablen mit dem Wert Null 
kann nicht zu einer Gewinnsteigerung fiihren. Degenerationen konnen zur Folge 
haben, daft man bei den Iterationen in einen Zyklus gerat, der immer wieder die- 
selbe Reihenfolge von Eckpunktlosungen hervorbringt, d. h. die Rechnung wird 
immer wieder auf das gleiche Simplextableau zuriickgefiihrt ( Kreiseln ) ( Vaz - 
sonyi,A. y 1962, S. 130 ff.). In der Literatur sind einige Beispiele fur degenerierte 
Losungen konstruiert worden (Muller-Merbach, H., 1973, S. 116; Niemeyer, G ., 
1968, S. 138). 

Bei degenerierten Losungen ist eine Sonderregelung einzufiihren, um mit der Sim- 
plexmethode den Zyklus durchbrechen zu konnen. Hier gibt es verschiedene Mog- 
lichkeiten, die meist auf eine recht aufwendige Erweiterung der Simplexmethode 
hinauslaufen. Das trifft insbesondere auch fur die sog. ,,revidierte“ oder „modifi- 
zierte <( Simplexmethode zu ( Azpeitia , A. G., Dickinson , D. J ., 1964, S. 329 ff.). 
„Vom praktischen Standpunkt aus ist die Methode der zufalligen Auswahl am gun- 
stigsten“ ( Miiller-Merbach , H., 1973, S. 116). Hierbei iiberlaBt man die Auswahl der 
Pivotzeile einem Zufallsmechanismus (z.B. mit Hilfe von Zufallszahlen). Durch die- 
ses Vorgehen kann das Kreiseln (unbegrenzt wiederkehrende Tableaufolge) ver- 
mieden werden. 

Sofern die Degeneration einer Losung bei den Schlupfvariablen eintritt, deutet das 
betriebswirtschaftlich auf eine Harmonisierung der betreffenden Produktionsfakto- 
ren hin. Die vorhandenen Kapazitaten dieser Produktionsfaktoren (oder Produk- 
tionsfaktorgruppen) sind sehr gut aufeinander abgestimmt. Es bleiben hier keine 
Leerkapazitaten iibrig. 



3. Unbegrenzte Zielvariable 

Es gibt lineare Optimierungsprobleme, fur die eine optimale Losung nicht existiert. 
1st das Losungspolyeder (zulassiger Losungsraum) bei der Maximierungsaufgabe in 
Richtung der steigenden Iso-Gewinngeraden nicht begrenzt, gibt es keine optimale 
Losung. Die Zielfunktion ist nach oben unbeschrankt (unbeschrankte Losungen). 
Der Zielfunktionswert wachst iiber alle Grenzen. Im Simplextableau tritt dieser Fall 
immer dann auf, wenn in der Pivotspalte nur nichtpositive Elemente auftreten. In 
der Praxis deutet dieser Fall meistens auf eine unvollstandige (fehlerhafte) Modell- 
formulierung hin. 

Zusammenfassend laftt sich folgendes feststellen: 

Anhand der Simplexmethode kann immer bestimmt werden, ob eine lineare Pro- 
grammierungsaufgabe eine optimale Losung besitzt oder ob die optimale Losung 
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degeneriert ist. Die Simplexmethode erspart eine vorhergehende Priifung der Vor- 
aussetzungen fur die Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems. Gleichzeitig kann 
mit Hilfe der Simplexmethode die optimale Losung zu jeder losbaren linearen Pro- 
grammierungsaufgabe ermittelt werden. 



D. Probleme mit unzulassiger Ausgangslosung 



Das bisher behandelte Optimierungsproblem entsprach dem Standardansatz einer 
Maximierungsaufgabe — auch Normalform genannt. Der Standardansatz ist durch 
nichtnegative Variablen und ausschlielUich (kleiner-gleich-)Bedingungen in den 
Restriktionen gekennzeichnet. Abweichungen von dieser Normalform bedeuten, 
daft anfangs eine z ulassige Ausgangslosung nicht gegeben ist, d.h. daft der Koordina- 
tenursprung als Losungsecke, in der alle Hauptvariablen (Strukturvariablen) Null 
sind, nicht zum zulassigen Losungsbereich gehort. In diesem Fall muB zunachst eine 
zulassige Ausgangslosung ermittelt werden. 

Zur Verdeutlichung soil das Beispiel (S. 23 ff.) zur Bestimmung eines optimalen 
Produktionsprogramms wie folgt modifiziert werden: 

Aufter den drei Kapazitatsrestriktionen seien noch zwei weitere Nebenbedingungen 
zu erfiillen: 

(1) Aus Konkurrenzgriinden miissen von Produkt Pi mindestens 60 ME in der Pla- 
nungsperiode bereitgestellt werden; 

(2) Der geplante Umsatz, also die Summe aus Erlos je ME multipliziert mit den 
Verkaufsmengen der jeweiligen Produkte Pi und P 2 , soli DM 42.000 in der Pla- 
nungsperiode nicht unterschreiten. Der Erlos sei pi = DM 210, —/ME bei Pro- 
dukt Pi und P 2 = DM 400, —/ME bei Produkt P 2 . 

Die erste zusatzliche Nebenbedingung lautet: 

xi ^ 60 

Die zweite zusatzliche Nebenbedingung lautet: 

210 • xi + 400 * x 2 >42.000 

Multipliziert man diese beiden zusatzlichen Nebenbedingungen mit minus Eins, 
so verwandeln sich die beiden ,,>“-Zeichen in ,,<“-Zeichen: 

— xi < — 60 

-210xi -400x 2 <-42.000 

Damit haben diese beiden Restriktionen die gleiche Form wie die bereits behan- 
delten Kapazitatsrestriktionen. Nach Einfiihrung von zwei weiteren Schlupfvaria- 
blen (x$ und X 7 ) ergibt sich folgendes Gleichungssystem: 

Maximiere G = 110xi + 160x2 + 0 x 3 + 0 x 4 + 0 x 5 + 0x$ + OX 7 

unter den Nebenbedingungen: 
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35xj + 70x2 + X3 + OX4 + OX5 + 0 x 6 + 0x 7 = 9.800 

10 xj + 8 x 2 + 0 x 3 + X4 + OX5 + 0 x 6 + 0x 7 = 1-600 

15xi + 20x2 + 0x 3 + 0x 4 + x 5 + 0x 6 + 0x 7 = 3.000 

— X ] + 0 x 2 + ^ x 3 + ^ x 4 + ^ x 5 + x 6 + ^ x 7 = “60 

-210xi - 400 x 2 + Ox 3 + 0x 4 + Ox 5 + Ox 6 + x 7 = -42.000 

Dabei bezeichnet X6 die Menge von xj, die fiber die geforderte Mindestmenge von 
60 ME in der Planungsperiode hinaus erzeugt und abgesetzt wird, und X7 gibt den 
Umsatz in DM an, der iiber die Mindestgrenze von DM 42.000 in der Planungsperio- 
de hinaus erreicht wird. Auch fur die beiden neuen Schlupfvariablen gilt die Nicht- 
negativitatsbedingung (x 6 , X 7 ^ 0). Sind nun in der Ausgangslosung die Hauptva- 
riablen xi und X 2 gleich Null, so sind X 6 = — 60 und X 7 = —42.000. Die Nichtnega- 
tivitatsbedingung ist also fur diese beiden Schlupfvariablen nicht erfullt. Die Aus- 
gangslosung (Nullprogramm) ist mithin unzulassig. 

In der Abb. 4 ist das Problem mit den beiden zusatzlichen ,,>“-Bedingungen ge- 
zeichnet; sie zeigt, daft der zulassige Losungsbereich (konvexes Polyeder ABCD 
einschlieftlich Begrenzungsgeraden) gegeniiber der Abb. 2 stark zusammenge- 
schrumpft ist. Von besonderer Bedeutung ist dabei, daft der zulassige Bereich den 
Koordinatenursprung (xj = 0, X 2 = 0) nicht mehr einschlieftt. 1m iibrigen ist erkenn- 
bar, daft die erste Kapazitatsrestriktion — namlich die Begrenzung durch die Pro- 
duktionsfaktorgruppe 1 (Werkstoffe) — mit der Ungleichung 35xi + 70x2 ^9.800 
durch die Modellerweiterung redundant geworden ist (die entsprechende Begren- 
zungsgerade tangiert nicht mehr den zulassigen Losungsbereich). 



Abb. 4: Graphische Losung des kombinierten Produktions- und Absatzprogramms — modifi- 
fizierte lineare Maximierungsaufgabe 
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1. Zwei-Phasen-Verfahren zur Bestimmung einer zulassigen Ausgangslosung 



Das Zwei-Phasen-Verfahren ( Krelle , W., Kiinzi , H. P ., 1958, S. 64 ff., Hadley, G., 
1962, S. 149 ff.) nimmt in der Phase 1 eine Programmierung durch den negativen 
Bereich vor. Mit der Simplexmethode ist zunachst eine Losung im zulassigen Be- 
reich anzustreben, soweit liberhaupt eine zulassige Losung existiert. In der Lo- 
sungsphase 1 wird also eine unzuldssige Ausgangslosung in eine zulassige iiber - 
fiihrt. Erst in der Phase 2 (Optimierungsphase) versucht man, die optimale Losung 
zu bestimmen. Phase 1 und Phase 2 unterscheiden sich lediglich in den Auswahl- 
kriterien fur die Pivotspalte und Pivotzeile. Die iibrigen Rechenregeln (zur Umfor- 
mung des linearen Gleichungssystems) sind die gleichen. 

a) Phase 1 : Oberfiihrung einer unzulassigen Ausgangslosung in eine zulassige 

Fur die Auswahl der Pivotspalte und Pivotzeile in der Phase 1 gibt es eine Reihe von 
verschiedenen Regeln. Wir wollen hier eine einzige Auswahlregel erlautern, die zum 
einen sehr einfach und zum anderen relativ schnell zu einer zulassigen Losung fiihrt. 
Die Vorgehensweise soli an dem erweiterten Beispiel (Optimierung eines kombinier- 
ten Produktions- und Absatzprogrammes) erortert werden: 



Tabelle 5: Tableau I — Unzulassiges Simplex-Ausgangstableau (unzulassige ,,Nullosung“) 



*B 


Variablen 


X 1 


x 2 


x 3 


x 4 


x 5 


x 6 


x 7 


RS 

(bj) 


*3 


0 


35 


70 


1 


0 


0 


0 


0 


9.800 


x 4 


0 


10 


8 


0 


1 


0 


0 


0 


1.600 


*5 


0 


15 


20 


0 


0 


1 


0 


0 


3.000 


*6 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


1 


0 


-60 


x 7 


0 


-210 


-400 


0 


0 


0 


0 


1 


-42.000 


% 


110 


160 


0 


0 


0 


0 


0 


- 


z r 


-gj 


-110 


-160 


0 


0 


0 


0 


0 


G = 0 



Die negativen Elemente in der „RS“-Spalte (bpWerte) kennzeichnen jeweils eine 
Verletzung der Nichtnegativitatsbedingung. D.h. die Werte der entsprechenden Ba- 
sisvariablen sind in dieser Losung negativ, und die zugehorige Restriktion ist nicht er- 
fiillt. In der Ausgangslosung (Tableau I) sind dies die Basisvariablen x$ = —60 und 
x 7 = —42.000. Es ist nun durch Austausch der negativen Basisvariablen eine zulas- 
sige Losung anzustreben. Pro Iteration kann je eine negative Basisvariable zur Erfiil- 
lung der Nichtnegativitatsbedingung gezwungen werden. Dies geschieht dadurch, 
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daft man jeweils eine negative Basisvariable aus der Basis entfernt, und sie somit als 
Nichtbasisvariable dann den Wert Null annimmt. Damit ist aber zugleich die Nicht- 
negativitat fur die fragliche Variable erreicht. 

Man wahlt in der Phase 1 zunachst die Pivotzeile. Sie kann beliebig unter den Zeilen 
mit einem negativen Element in der „RS“-Spalte gewahlt werden. Dieses unsystemati- 
sche Rechnen durch den negativen Bereich kann den Rechenaufwand allerdings erho- 
hen. Beispielsweise kann man die oberste Zeile mit einer negativen Basisvariablen wah- 
len. Das ware im Beispiel die Zeile p = 4 mit der Basisvariablen = —60. Man 
konnte nun in der gewahlten Auswahlzeile (Pivotzeile p) jedes Element als Pivot- 
element wahlen, das von Null verschieden ist (apk =£ 0). Die aus der Basis ver- 
schwindende (zur Nichtbasisvariablen werdende) Variable wird auf jeden Fall Null 
(also nichtnegativ). 1st das Pivotelement aber positiv (apk > 0), so ware die neue 
Basisvariable wieder negativ und die Nichtnegativitatsbedingung weiterhin verletzt. 
Damit ware kein Fortschritt erzielt. Das Pivotelement muft also in der Phase 1 ne- 
gativ sein (apk < 0). Sind mehrere negative Elemente in der Pivotzeile vorhanden, 
kann wiederum ein beliebiges fur die Auswahl der Pivotspalte gewahlt werden. Um 
ein eventuelles Kreiseln zu vermeiden, kann mit Hilfe eines Zufallsmechanismus 
bestimmt werden, welche Spalte als Pivotspalte gewahlt wird (vgl. auch Seite 52). 

In unserem Beispiel hat nur die Spalte k = 1 ein negatives Element in der Pivotzeile 
p = 4, so daft a4i = — 1 das Pivotelement ist (durch einen Kreis im Tableau I mar- 
kiert). Unter Anwendung der beschriebenen Rechenregeln erhalt man eine weitere 
unzulassige Losung (Austausch der Basisvariablen x$ gegen die Nichtbasisvariable 
xi), die allerdings nur noch eine Verletzung der Nichtnegativitatsbedingung auf- 
weist (Tableau II): 



Tabelle 6: Tableau II — Losung nach der 1. Iteration in Phase 1 



X B 


Variablen 


x i 


x 2 


x 3 


x 4 


x 5 


x 6 


x 7 


RS 

(bj) 


x 3 


0 


0 


70 


1 


0 


0 


35 


0 


7.700 


x 4 


0 


0 


8 


0 


1 


0 


10 


0 


1.000 


x 5 


0 


0 


20 


0 


0 


1 


15 


0 


2.100 


X 1 


no 


1 


0 

S 


0 


0 


0 


-1 


0 


60 


x 7 


0 


0 


(- 400 } 


0 


0 


0 


-210 


1 


-29.400 


z j - 


-gj 


0 


-160 


0 


0 


0 


-110 


0 


G = 6.600 



Das zweite Tableau gibt das noch nicht zulassige kombinierte Produktions- und Ab- 
satzprogramm mit xi = 60, X2 = 0 an, dabei sind die Kapazitats- und die Absatz- 
mengenrestriktionen erfullt, nicht dagegen die Umsatzrestriktion (X7 = —29.400). 
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Durch das negative Element in der ,,RS“-Spalte wird nun in der zweiten Iteration 
der Phase 1 die Pivotzeile p = 5 bestimmt. Als Pivotspalte kommen die Spalten zwei 
oder sechs in Frage, da nur hier negative Koeffizienten vorliegen. Durch eine Zu- 
fallsauswahl werde die Spalte k = 2 als Pivotspalte und somit 2l$2 - ~ 400 als Pivot- 
element bestimmt (das Pivotelement ist wiederum durch einen Kreis im Tableau II 
markiert). Mit der gewahlten Pivotzeile und Pivotspalte erhalt man das nachstehen- 
de Tableau III: 



Tabelle 7: Tableau III — Losung nach der 2. Iteration in Phase 1 



X B 


Variablen 


X 1 


x 2 


x 3 


x 4 


x 5 


x 6 


x 7 


RS 

(bj) 


qi 


x 3 


0 


0 


0 


1 


0 


0 


-1,75 


0,175 


2.555 


- 


x 4 


0 


0 


0 


0 


1 


0 


© 


0,02 


412 


412/5,8= 71,03 


x 5 


0 


b 


0 


0 


0 


1 


4,5 


0,05 


630 


630/4,5 = 140 


X 1 


110 


1 


0 


0 


0 


0 


-1 


0 


60 


- 


x 2 


160 


0 


1 


0 


0 


0 


0,525 


-0,0025 


73,5 


73,5/0,525 = 140 


z j - 


-gj 


0 


0 


0 


0 


0 


-26 


-0,4 


G = 18.360 





Nach der zweiten Iteration in der Phase 1 ist eine erste zulassige Ausgangslosung 
erreicht. Die Zulassigkeit erkennt man daran, daft die Nichtnegativitatsbedingun- 
gen (xj, X2, . . . , X7 > 0) erfullt sind — d.h. alle Elemente der rechten Seite („RS“- 
Spalte) sind nichtnegativ — und daft weiterhin die zulassige Ausgangslosung alle 
iibrigen Nebenbedingungen erfullt; es werden xi = 60 und X2 = 73,5 ME der beiden 
Punkte Pi und P2 produziert. Der Gewinn dieses Programms betragt DM 18.360. 
Diese Losung entspricht dem Eckpunkt A des zulassigen Losungsraumes in Abb. 4. 
Da nunmehr eine erste zulassige Ausgangslosung fur das Problem vorliegt, ist das 
Ziel der Phase 1 erreicht. Man geht dann in die Optimierungsphase (Phase 2) und 
versucht, das optimale Programm zu bestimmen. 



b) Phase 2: Optimierung des Programms 

In der Optimierungsphase kommen die Schritte 2 bis 6 (vgl. S. 48 f.) der Vorgehens- 
weise nach der Simplexmethode unverandert zur Anwendung. 

Da in der (zj — gp-Zeile (Entscheidungszeile) des Tableaus III noch negative Koeffi- 
zienten vorhanden sind — vgl. Spalte 6 und 7 — , ist die gefundene zulassige Aus- 
gangslosung noch nicht optimal (Simplexkriterium). Es folgen die Schritte 3 bis 6. 
Man wahlt die Pivotspalte z.B. nach der , .Steepest Unit Ascent“-Version und an- 
schlieftend die Pivotzeile. Sobald die Entscheidungszeile keine negativen Elemente 
mehr enthalt, ist die Optimallosung gefunden. 
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In unserem Beispiel ist (z<5 — g$) = — 26 das absolut groBte negative Element in der 
Entscheidungszeile, so daft die Spalte k = 6 die Auswahlspalte (Pivotspalte) ist. Die 
entsprechende Nichtbasisvariable x$ soil in der nachsten Iteration in die Basis ein- 
gefiihrt werden. 

Als Pivotzeile ist die mit dem kleinsten Quotienten q\ = — (fur a^ > 0) zu wahlen, 

a ik 

das ist im Beispiel die Zeile p = 2; Pivotelement ist a.26 = 5,8 (vgl. kreisformige Mar- 
kierung in Tableau III). In der ersten Iteration der Phase 2 (Optimierungsphase) 
ist also die Nichtbasisvariable x$ in die Losung einzufuhren und die Basisvariable X4 
aus der Basis herauszunehmen: 



Tabelle 8: Tableau IV — Losung nach der 1. Iteration in Phase 2 



X B 


Variablen 


X 1 


x 2 


x 3 


x 4 


x 5 


x 6 


x 7 


RS 

(bj) 


qi 


*3 


0 


0 


0 


1 


0,3017 


0 


0 


0,18104 


2.679,31 


14.799,55 


x 6 


0 


0 


0 


0 


0,1724 


0 


1 


0,00345 


71,0345 


20.589,71 


x 5 


0 


0 


0 


0 


-0,7758 


1 


0 


( 0 , 03447 ) 


310,3457 


9.002,05 


X 1 


110 


1 


0 


0 


0,1724 


0 


0 


0,00345 


131,0345 


37.981,01 


x 2 


160 


0 


1 


0 


-0,0905 


0 


0 


-0,00431 


36,2069 


- 


z j - 


-gj 


0 


0 


0 


4,4824 


0 


0 


-0,3103 


G = 20.206,90 





Nach der ersten Iteration in der Optimierungsphase ist eine Losung mit x\ = 131,03, 
X2 = 36,21 ME und einem Gewinn von G = 20.206,90 DM erreicht (= Losung fur 
den Eckpunkt D in Abb. 4). Sie ist noch nicht optimal, da noch ein Element in der 
Entscheidungszeile (zj — gj = —0,3103) negativ ist. Das neue Pivotelement ist 
a37 = 0,03447 (vgl. die Kreismarkierung in Tableau IV). In der zweiten Iteration 
der Phase 2 wird xj in die Losung aufgenommen und X5 wird zur Nichtbasis- 
variablen: 



Tabelle 9*. Tableau V — Losung nach der 2. Iteration in Phase 2 



X B 


Variablen 


X 1 


x 2 


x 3 


x 4 


x 5 


x 6 


x 7 


(RS) 

(bj) 


qi 


x 3 


0 


0 


0 


1 


4,3757 


0 


0 


0 


1.049,58 


239,87 




x 6 


0 


0 


0 


0 




-0,1 


1 


0 


39,977 


159,91 




x 7 


0 


0 


0 


0 


- 22^033 


29,0065 


0 


1 


9.002,05 


- 




X 1 


110 


1 


0 


0 


0,25 


0,1 


0 


0 


99,977 


400 




x 2 


160 


0 


1 


0 


-0,1875 


0,125 


0 


0 


75,015 


- 




z j 


-gj 


0 


0 


0 


-2,5 


9,0 


0 


0 


G = 23.000 
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Nach der zweiten Iteration in der Optimierungsphase lautet die Losung xj = 100, 
X 2 = 75 ME und G = 23.000 DM. Sie ist die Losung fur den Eckpunkt C in Abb. 4. 
Diese Losung ist noch nicht optimal, da noch ein Element der Entscheidungszeile 
(Z 4 — g 4 = —2,5) negativ ist. Das neue Pivotelement ist a 24 = 0,25 (vgl. die Kreis- 
markierung — Tableau V). In der nachsten Iteration wird X 4 in die Losung einge- 
fiihrt und dafur x$ aus der Losung herausgenommen: 



Tabelle 10: Tableau VI — Losung nach der 3. Iteration in Phase 2 — Optimallosung 



X B 


Variablen 


X 1 


x 2 


x 3 


x 4 


x 5 


x 6 


x 7 


RS 

(bi) 


x 3 


0 


0 


0 


1 


0 


-1,7503 


-17,5028 


0 


350 


x 4 


0 


0 


0 


0 


1 


-0,4 


4 


0 


160 


x 7 


0 


0 


0 


0 


0 


38,0078 


90,0132 


1 


12.600 


X 1 


110 


1 


0 


0 


0 


0 


-1 


0 


60 


x 2 


160 


0 


1 


0 


0 


0,2 


0,75 


0 


105 


z j 


-gj 


0 


0 


0 


0 


8,0 


10,0 


0 


G = 23.400 



Die Losung nach der dritten Iteration in der Optimierungsphase (vgl. Tableau VI) 
wird anhand des Simplexkriteriums auf ihre Optimalitat hin gepriift. Da alle Ele- 
mente der Entscheidungszeile (Schattenpreise zj — gj ^ 0 fur alle j) nichtnegativ 
sind, gibt es keine Verbesserungsmoglichkeit mehr. Das optimale kombinierte Pro- 
duktions- und Absatzprogramm ist ermittelt; es entspricht der Losung fur den Eck- 
punkt B in Abb. 4. 

Die Optimallosung lautet (vgl. Tableau VI): 

Xl = 60, x 2 = 105, x 3 = 350, x 4 = 160, x 5 = 0, x 6 = 0, x 7 = 12.600 
mit G = 110 • 60 + 160 • 105 = 23.400. 

Okonotnisch interpretiert bedeutet dies, daft der Betrieb unter den gegebenen Umstanden als 
kurzfristigen Plan folgendes optimale Programm realisieren wird: 

Die aus Absatzgriinden geforderte Mindestmenge von Pj mit 60 ME wird in das Produktionspro- 
gramm iibemommen. Der zur Schlupfvariablen gehorende Koeffizient (z$ — g$) = 10 
(= Schattenpreis fiir die Absatzrestriktion) besagt, daft eine Verringerung der Mindestabsatz- 
menge fur Pj urn eine Mengeneinheit den Gewinn G urn DM 10, - steigern wiirde. Die Schlupf- 
variable ist als Nichtbasisvariable Null, da die Absatzrestriktion einen Engpaft bildet. 

Von Produkt P2 werden 105 ME gefertigt und stehen fiir den Absatz zur Verfiigung. Der Koef- 
fizient (Z5 — g5> = 8, der zur Schlupfvariablen X5 gehort (vgl. Tableau VI), bedeutet analog, daft 
eine Zunahme der Kapazitat der Faktorgruppe 3 (Arbeitsstunden) um eine Stunde den Gewinn 
G um DM 8, — steigern bzw. umgekehrt eine Abnahme der Kapazitat um eine Stunde den Ma- 
ximalgewinn G um DM 8, - verkleinern wiirde. Die Schlupfvariable X5 ist ebenfalls als Nichtba- 
sisvariable Null, da die vorhandene Kapazitat an Arbeitsstunden einen Engpaft bildet. 

Da die Schlupfvariablen x 3 , X4 und x 7 mit positiven Werten in der Basis sind, bedeutet dies, 
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daft hier noch Leerkapazitaten (X 3 = 350 ME uberschiissige Materialkapazitat und X 4 = 160 
Maschinenstunden Leerzeit) bzw. der geforderte Mindestumsatz von DM 42.000 um xy - 
DM 1 2.600 iiberschritten wird (der erreichbare Umsatz des Optimalprogramms betragt DM 54.600 
und ubersteigt damit den geforderten Mindestumsatz um DM 12.600, — ). 

Da der Schattenpreis die Anderung der Zielgrofte G bei Veranderung der zugehorigen Restrik- 
tion um eine Einheit angibt, kann der Gewinn im Optimum auch als Summe der Produkte aus 
alien Kapazitaten bzw. Anforderungsgroften mit ihren Schattenpreisen bestimmt werden; im 
Beispiel: 

G = 9.800 • 0 + 1.600 • 0 + 3.000 • 8,0 + (-60) • 10 + (-42.000) • 0 = 23.400. 



2. M-Methode zur Bestimmung einer zulassigen Ausgangslosung bei Gleichungen als 
Restriktionen 

Neben den bereits behandelten Ungleichungen konnen in einem System von Re- 
striktionen auch Gleichungen als Nebenbedingungen auftreten. So konnte z.B. eine 
ganz bestimmte — vertraglich festgelegte — Menge eines Produktes gefertigt werden 
miissen. Oder es konnten Produkte nur in einem bestimmten konstanten Verhaltnis 
aus einem Fertigungsprozeft hervorgebracht werden konnen (Kuppelproduktion). 
Wahrend man Ungleichungen durch Addition von Schlupfvariablen in Gleichungen 
umwandelt, scheint zunachst das Einfiigen von Schlupfvariablen bei Gleichungen 
nicht erforderlich zu sein. 

Bei Anwendung der Simplexmethode haben die Schlupfvariablen in der Ausgangs- 
losung (Nullosung) aber auch die Aufgabe, Basisvariablen zu sein. Damit die Haupt- 
variablen (Strukturvariablen) in der Nullosung den Wert Null annehmen konnen, 
miissen die Schlupfvariablen gleich dem Wert der rechten Seite (b\) sein. Unter die- 
sen Voraussetzungen ist das mit Hilfe der Einfiihrung der Schlupfvariablen gebildete 
Gleichungssystem in der Ausgangslosung erfiillt. Dagegen ist eine Gleichung, die nur 
Hauptvariablen enthalt, in der Ausgangslosung (Nullosung) im allgemeinen nicht 
erfiillt; ausgenommen bleibt der Fall, daft der Wert der rechten Seite der Gleichung 
Null ist (bj = 0). Um nun dennoch zu einer ersten zulassigen Basislosutig (Ausgangs- 
losung) zu gelangen, ist es empfehlenswert, jeder Gleichung — ebenso wie jeder Un- 
gleichung — eine Schlupfvariable (x n+ i) zuzuordnen. Diese kiinstlichen Schlupfva- 
riablen diirfen auf keinen Fall Basisvariablen der Optimallosung sein, da andernfalls 
die Gleichheitsbedingungen verletzt waren. Eine Losung ist nur dann zulassig, wenn 
diese kiinstlichen Schlupfvariablen den Wert Null annehmen (als Nichtbasisvaria- 
blen), d.h. nicht mehr Basisvariablen sind. Um dies sicherzustellen, werden diese 
kiinstlichen Schlupfvariablen mit einem Sperrvermerk versehen (gesperrte Schlupf- 
variablen). Durch den Sperrvermerk sind sie als unzuldssige Basisvariablen gekenn- 
zeichnet. 

Zunachst nimmt man diese gesperrten Schlupfvariablen wie jede andere Schlupf- 
variable in die erweiterte Zielfunktion auf. Sie erhalten in der Zielfunktion aber 
nicht den Wert Null, wie dies bei jeder anderen Schlupfvariablen der Fall ist, son- 
dern einen sehr hohen , nicht naher zu konkretisierenden Wert mit negativen Vor- 
zeichen (Maximierungsaufgabe). Dieser Zielfunktionskoeffizient wird im allgemei- 
nen mit „A4“ gekennzeichnet; dies erklart die Bezeichnung der M-Methode . Es 
handelt sich hierbei um die sog. ,,Artificial-Basis-Technique“, die von Krelle und 
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Kiinzi als „M-Methode“ bezeichnet wurde (vgl. Krelle , W., Kiinzi , P.,1958, S. 63 ff.; 
Angermann , >4., 1963, S. 211 ff.). Im iibrigen bleibt der Simplex-Algorithmus un- 
beriihrt. Mit diesem M wird in den Simplextableaus wie mit jeder anderen reellen 
Zahl gerechnet. 

Die Zielfunktionskoeffizienten M der gesperrten Schlupfvariablen gewahrleisten, 
daft die gesperrten (kiinstlichen) Schlupfvariablen im Verlaufe der Optimierungs- 
rechnung mit Prioritat aus der Losung verdrangt werden. Als Nichtbasisvariablen 
haben sie den Wert Null und storen die optimale Losung nicht. Damit ist die Vor- 
gehensweise der M-Methode bereits angedeutet: Di e Auswablregel fiir die Pivotzeile 
p lautet: Solange noch gesperrte Schlupfvariablen als Basisvariablen auftreten, ist als 
Pivotzeile eine Zeile mit einer gesperrten Schlupfvariablen zu wahlen. Als Pivotspal- 
ten k sind nursolchezu wahlen, deren Nichtbasisvariablen keine gesperrten Schlupf- 
variablen sind. Dariiber hinaus ist es erforderlich, daft sich die Auswahlspalte mit der 
Pivotzeile in einem von Null verschiedenen Pivotelement schneiden. 

An einem Beispiel soli die Rechentechnik der M-Methode dargestellt werden (in An- 
lehnung an ein Beispiel bei Angermann, A., 1963, S. 213 ff.): 

Ein Betrieb kann von den vier Produkten Pj, P 2 , P 3 und P 4 in einem Monat die 
Mengen xi, X 2 , X 3 und X 4 herstellen. Jedes dieser vier Produkte muft alle oder zwei 
der drei vorhandenen Fertigungsanlagen Fj, F 2 und F 3 durchlaufen. Dabei sind P 3 
und P 4 Produkte, die ausschlieftlich von einem Abnehmer im Verhaltnis 2:3 weiter- 
verarbeitet werden. Die Produktion soil so erfolgen, daft der Gewinn maximiert 
wird. Die Zahlenangaben sind in folgender Tabelle zusammengefaftt: 



Tabelle 11: Daten zum Optimierungsproblem 



Produkte 




Pi 


P2 


P 3 


P4 




Menge 




XI 


x 2 


x 3 


x 4 




Deckungsbeitrag 

[DM/ME] 


200, - 


100, - 


300, - 


800, - 


Monatliche 
Kapazitat [h] 


Fertigungszeit 


Fi 


3 


1 


4 


5 


600 


in [h/ME] auf 


F 2 


0 


2 


3 


4 


900 


der Fertigungs- 
anlage 


F 3 


1 


0 


1 


2 


300 



Aufter der Zielfunktion und den drei Kapazitatsrestriktionen ist nun noch die Ver- 
kniipfung der beiden Produkte P 3 und P 4 zu beach ten, da beide nur im Verhaltnis 
X 3 =X 4 = 2:3 verkauft werden konnen. Also kommt die Nebenbedingung 3 x 3 = 2 x 4 
hinzu, die man zweckmaftig in 3 x 3 — 2 x 4 = 0 umwandelt. Durch Einfugen einer 
gesperrten Schlupfvariablen xg bringt man sie in die fiir das Simplex-Tableau erfor- 
derliche Form, in der jede Zeile durch eine Basisvariable reprasentiert wird, deren 
Wert durch den entsprechenden Wert der rechten Seite der Gleichung gegeben ist. 
Die gesperrte Schlupfvariable xg darf jedoch in der Optimallosung nicht mehr in der 
Basis sein. 

Das Gleichungssystem lautet: 
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Maximiere G = 200xi + 100 x 2 + 300x3 + 8 OOX 4 + 0 x 5 + 0x$ + 0 x 7 +( — M)xg 
unter den Nebenbedingungen: 

3xi + lx 2 + 4x 3 + 5x 4 + x 5 = 600 

0 x 2 + 2x2 + 3x3 + 4 x 4 + xs = 900 

lxi + 0x2 + lx 3 + 2 x 4 + X 7 = 300 

3 x 3 — 2 x 4 + xg = 0 

Damit die gesperrte Schlupfvariable moglichst bald aus der Basis verdrangt wird, ist 
ihr ein sehrgroBer negativer Deckungsbeitrag gg = - M zugeordnet. Da die Differenz 
( z 8 — gg) in der Entscheidungszeile immer positiv sein muB, gelangt die gesperrte 
Schlupfvariable nicht mehr in die Basis, wenn sie erst einmal Nichtbasisvariable ist. 
Die Koeffizienten zu den Variablen X 3 , x 4 und xg in der (zj -gj)-Zeile errechnen 
sich wie folgt: 

Z 3 -g 3 =4, ° +3 ‘ 0+1 * 0+ 3(— M) -300 = -3M-300 

z 4 — g 4 = 5 • 0 + 4 0 0 + 2 *0 + (-2X-M) -800 = 2M-800 
z 8 ~g 8 = 0 *0 + 0 *0 + 0 *0 + l(-M)-(-M) =0 




GemaB Auswahlregel der M-Methode ist als Pivotzeile diejenige Zeile zu wahlen, in 
der noch eine gesperrte Schlupfvariable als Basisvariable auftritt; das ist die vierte 
Zeile (p = 4). Als Pivotspalte ist eine Spalte mit einer nicht gesperrten Variablen 
zu wahlen und das Pivotelement darf nicht Null sein (apk ¥= 0 ). Da es zunachst nur 
darauf ankommt, die gesperrte Schlupfvariable als Basisvariable zu eliminieren, ist 
es prinzipiell gleichgiiltig, welche Spalte (im Beispiel Spalte 3 oder 4) als Pivotspalte 
gewahlt wird. Die Spalte 3 moge als Pivotspalte ausgewahlt sein, so daB a 43 = 3 das 
Pivotelement ist: 
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Tabelle 13: Tableau II — Losung nach der 1. Iteration 



X B 


Variablen 


X 1 


x 2 


x 3 


x 4 


x 5 


x 6 


x 7 


x 8 

(gesperrt) 


RS 

(bi) 


qi 


*5 


0 


3 


1 


0 


© 


1 


0 


0 


-4/3 


600 


1800/23 = 78,26 


x 6 


0 


0 


2 


0 


6 


0 


1 


0 


-1 


900 


150 


x 7 


0 


1 


0 


0 


8/3 


0 


0 


1 


-1/3 


300 


900/8 = 112,5 


x 3 


300 


0 


0 


1 


-2/3 


0 


0 


0 


1/3 


0 




z i 


i -gj 


-200 


-100 0 


-1.000 0 


0 


0 


M + 100 


G = 0 





Die zweite Basislosung entspricht der ersten; die Hauptvariablen xi, X 2 , X 3 und X 4 
sind Null, also ist auch der Deckungsbeitrag noch Null (G = 0 ). Da die gesperrte 
Variable xg jetzt Nichtbasisvariable ist, hat sie automatisch den Wert Null ange- 
nommen, was die Bedingung dafiir ist, daft die vierte Gleichung erfiillt ist. Da die 
Spalte der gesperrten Variablen nie wieder als Pivotspalte gewahlt werden wiirde, 
hat sie fur die weitere Losungsf indung eigentlich keine Bedeutung mehr; sie konnte 
daher ab jetzt weggelassen werden. 

Nach der , .Steepest Unit Ascent“-Version wird nun die Spalte 4 als Pivotspalte 
gewahlt. Pivotelement ist ai 4 = 23/3. In der zweiten Iteration wird also X 4 zur Ba- 
sisvariablen und X 5 zur Nichtbasisvariablen: 



Tabelle 14: Tableau III — Losung nach der 2. Iteration — Optimallosung 




Nach der zweiten Iteration befinden sich zwei Hauptvariablen (X 3 = 52,17 und X 4 = 
78,26) in der Losung. Da alle Koeffizienten in der Entscheidungszeile nichtnegativ 
sind (zj — gj > 0 ), handelt es sich bereits um die Optimallosung. Sie lautet (vgl. 
Tableau III): 



xi = 0 , X 2 = 0 , X 3 = 52,17, X 4 = 78,26, X 5 = 0, x$ = 430,43, 
x 7 = 91,31, x 8 = 0 mit G = 78.260 
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Okonomisch interpretiert bedeutet dies, da IS der Betrieb unter den gegebenen Umstanden als 
Monatsplan folgendes optimale Programm realisieren kann: 

Er fertigt nur Produkt P3 und P4 mit 52,17 bzw. 78,26 ME. Die Produkte und P2 gelangen 
hingegen nicht in das Programm (xj und X2 sind Nichtbasisvariablen, also gleich Null). 

Der S chat tenpre is von DM 191,30 , der zu xj gehort (z\ — gi = 191,30), besagt, daft die Herstel- 
lung von einer ME von P^ (xj = 1) den Gesamtdeckungsbeitrag um DM 191,30 verkleinem 
wiirde. Begriindung: In dem optimalen Programm stellt nur die Fertigungsanlage Fj den Eng- 
paB dar. Dies erkennt man daran, daB nur die Schlupfvariable X 5 , die zur Kapazitat Fj gehort, 
als Nichtbasisvariable Null ist. Wiirde nun in dem Produktionsprogramm eine ME von Pi gefer- 
tigt werden, so wiirde dies die EngpaBkapazitat Fj mit 3h belasten (vgl. Tabelle 11). Diese 
3 Maschinenstunden miiBten der Fertigung von P3 und P4 entzogen werden. Bezeichnet man 
die Abnahme der Fertigungsmenge von P3 mit AX3 und von P4 mit AX4, so ergibt sich auf 
Grund der technischen Koeffizienten fur diese Produkte auf der Fertigungsanlage F\ (vgl. Ta- 
belle 11) folgende Reduzierung: 

( 1 ) — 3 = 4Ax3 + 5Ax4 

Da zwischen P3 und P4 eine Verkniipfung im Verhaltnis 2:3 besteht, muB die Reduzierung die- 
se Bedingung einhalten: 

(2) 3 Ax 3 = 2 Ax 4 bzw. Ax3 = 2/3Ax4 

Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich AX3 und AX4 durch Einsetzen bestimmen: zunachst 
(2) in (1): 



-3 = 4 • 2/3 Ax 4 + 5 Ax 4 

, 9 

(1 ) — 3 = 23/3 Ax 4 ; Ax 4 = 

23 

, 6 

(2') Ax 3 = 2/3 • (-9/23); Ax 3 = 



Die Aufnahme einer ME von Pj erhoht den Deckungsbeitrag um DM 200, — . Die dadurch 
erzwungene Abnahme der Fertigung von P3 um 6/23 und P4 um 9/23 ME reduziert hingegen 
den Deckungsbeitrag um (6/23 • 300 + 9/23 • 800) DM 391,30. Damit ergabe sich per Saldo 
eine Abnahme des Deckungsbeitrages um (200, — ./. 391,30) DM 191,30. Dies entspricht dem 
Schattenpreis beziiglich x\. 

Der Schattenpreis von DM 30,43 , der zu X2 gehort (z2 — g2 = 30,43), besagt entsprechend, daB 
die Herstellung einer ME von P2 (x2 = D den Gesamtdeckungsbeitrag um DM 30,43 vermindern 
wiirde. Die Begriindung ware analog. 

Da die Schlupfvariable X5 als Nichtbasisvariable Null ist, stellt — wie bereits festgestellt — die 
Fertigungsanlage F\ den Engpafi dar (vgl. Tableau III). Der zugehorige Schattenpreis Z5 — g5 = 
130,43 DM kann zur Bewertung des Engpasses herangezogen werden: Gelange es dem Betrieb, 
die Kapazitat der Fertigungsanlage Fj um eine ME (Maschinenstunde) zu vergroBern, so wiirde 
der Gesamtdeckungsbeitrag um DM 130,43 steigen. Die Begriindung lautet: Man konnte diese 
zusatzliche Fertigungsstunde der Anlage F^ zur Herstellung von P3 und P4 verwenden. Auf 
Grund der technischen Koeffizienten (vgl. Tabelle 11) ergibt sich: 

(1) 1 = 4 AX3 + 5 AX4 

Wegen der mengenmaBigen Verkniipfung von P3 und P4 gilt weiter: 

(2) 3 AX3 = 2 AX4 

Aus diesen beiden Gleichungen laBt sich X3 mit 2/23 und AX4 mit 3/23 ME bestimmen. Daraus 
errechnet sich ein zusatzlicher Deckungsbeitrag von (2/23 * 300 + 3/23 • 800) DM 130,43. Dies 
entspricht wiederum den Opportunitatskosten (Schattenpreis) beziiglich X 5 . Dabei sind die pro- 
portionalen Kosten fiir die Bereitstellung der zusatzlichen Fertigungsstunde auf F\ als konstant 
unterstellt. 
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Die iibrigen Kapazitaten F2 und F3 sind nicht ausgelastet, und zwar weist F2 eine Leerkapazitat 
von x£ = 430,43 h, F3 eine solche von X7 = 91,31 h im Monat (Planungszeitraum) auf (vgl. 
Tableau III). Entsprechend sind die zugehorigen Schattenpreise Null. 

Der maximale Deckungsbeitrag betragt: G = 52,17 • 300 + 78,26 • 800 = 78.259; gerundet 
DM 78.260. Oder mit Hilfe der Schattenpreise: G = 130,43 • 600 + 0 • 900 + 0 • 300 = 78.258; 
gerundet DM 78.260. 

3. Freie Variablen und ihre Behandlung 

Als , freie Variablen ,{ werden solche bezeichnet, fiir die die Nichtnegativitatsbedin- 
gung nicht gilt. Freie Variablen konnen also positive und negative Werte annehmen; 
sie werden auch als im Vorzeichen unbeschrdnkte Variablen bezeichnet. Die Sim- 
plexmethode erzwingt grundsatzlich fur alle Variablen die Nichtnegativitat. Im all- 
gemeinen ist diese implizite Beriicksichtigung der Nichtnegativitatsbedingungen er- 
wiinscht, weil die Nichtnegativitat der Variablen sinnvoll oder notwendig ist. Es gibt 
jedoch reale Situationen, in denen fur alle oder einzelne Variablen keine Vorzei- 
chenbeschrankung besteht. Die unveranderte Anwendung der Simplexmethode hat- 
te in diesem Fall die gleiche Wirkung wie die Einfiihrung einer Nichtnegativitats- 
bedingung. Das konnte eine Verfalschung der Losung bedeuten. 

Freie Variablen sind stets in Basisvariable zu verwandeln. Das bedeutet, date man in 
den ersten Iterationen versucht, alle Nichtbasisvariablen, die freie Variablen darstel- 
len, in die Losung aufzunehmen. Hierbei gelten die beschriebenen Rechenregeln der 
Simplex-Methode. Lediglich die Auswahlkriterien fur die Pivotspalte und Pivotzeile 
sind anders*. Als Pivotspalte, wahlt man jeweils die Spalte, deren Nichtbasisvariable 
eine freie Variable ist. Als Pivotzeile kann eine beliebige Zeile gewahlt werden, 
deren zugehorige Basisvariable nicht frei ist und die sich mit der Pivotspalte in 
einem von Null verschiedenen Pivotelement (a p k =£ 0) schneidet (Lazak f D., 1973, 
S. 76). Die Vorgehensweise entspricht methodisch der Phase 1 des beschriebenen 
Zwei-Pbasen-Verfahrens zur Bestimmung einer zulassigen Ausgangslosung bei Ver- 
letzung der Nichtnegativitatsbedingung. 

Ist eine freie Variable nach der Phase 1 in der Losung, so darf ihre Zeile nicht mehr 
als Pivotzeile gewahlt werden. Es kann sinnvoll sein, schon in der Ausgangslosung 
die freien Variablen zu Basisvariablen zu verwandeln; diese haben dann keinen Ein- 
fluft auf die Losung. Vielmehr dienen sie meistens gewissen Nebenrechnungen und 
Interpretationszwecken ( Muller-Merbach , H., 1973, S. 128 ff.). Auch die Basisvaria- 
ble der Zielfunktion ist z. B. formal als freie Variable zu interpretieren. Sie nimmt 
an alien Iterationen teil, wird aber niemals Pivotzeile. Bei linearen Gleichungssyste- 
men sind alle Entscheidungsvariablen freie, d. h. im Vorzeichen unbegrenzte Varia- 
blen. Dariiber hinaus sind alle Restriktionen Gleichungen, deren Schlupfvariablen 
gesperrte Variablen sind. 

4. Beispiel zur Losung eines linearen Gleichungssy stems mit Hilfe der 
Simplexmethode 

Zur Losung eines linearen Gleichungssystems mit Hilfe der Simplexmethode wird in 
jeder Iteration eine freie Variable gegen eine gesperrte Variable ausgetauscht. Die 
Vorgehensweise sei an folgendem linearen Gleichungssystem demonstriert: 
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2 x\ — 3x2 + X3 = 10 
— xi — X2 + 3x3 = 8 
6x1 + 7 x 2 — *3 = 2 

Die Variablen xi, X2 und X3 sind freie Variablen. Unter Einfiihrung der gesperrten 
Schlupfvariablen X4 bis x^ kommt man zu folgendem modifizierten Simplex- 
Ausgangstableau: 

Tabelle 15: Tableau I — S implex -Ausgangstableau zum Gleichungssystem 



Variablen 

X B 


X 1 

(frei) 


x 2 

(frei) 


x 3 

(frei) 


x 4 

(ge- 

sperrt) 


*5 

(ge- 

sperrt) 


x 6 

(ge- 

sperrt) 


RS 


x 4 (gesperrt) 


2 


-3 


1 


1 


0 


0 


10 


x 5 (gesperrt) 


© 


-1 


3 


0 


1 


0 


8 


x 6 (gesperrt) 


6 


7 


-1 


0 


0 


1 


2 



Die Reihenfolge der zu wahlenden Pivotspalten und Pivotzeilen ist beliebig. 



Tabelle 16: Tableau II — Simplex -Tableau nach 1. Iteration 



’ Variablen 
X B 


xi 

(frei) 


x 2 

(frei) 


x 3 

(frei) 


x 4 

(ge- 

sperrt) 


xs 

(ge- 

sperrt) 


x 6 

(ge- 

sperrt) 


RS 


x 4 (gesperrt) 


0 


-5 


7 


1 


2 


0 


26 


xi (frei) 


1 


1 


-3 


0 


-1 


0 


-8 


x 6 (gesperrt) 


0 


© 


17 


0 


6 


1 


50 



Tabelle 17: Tableau III — Simplex-Tableau nach 2. Iteration 



Variablen 

X B 


X 1 

(frei) 


x 2 

(frei) 


x 3 

(frei) 


x 4 

(ge- 

sperrt) 


x 5 

(ge- 

sperrt) 


x 6 

(ge- 

sperrt) 


RS 


x 4 (gesperrt) 


0 


0 


© 


1 


32 


5 


276 


xi (frei) 


1 


0 


-20 


0 


-7 


-1 


-58 


x 2 (frei) 


0 


1 


17 


0 


6 


1 


50 
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Tabelle 18: Tableau IV - Simplex -Tableau nach 3. Iteration (Ldsung des Gleichungssystems) 





Variablen 


xi 

(frei) 


x 2 

(frei) 


x 3 

(frei) 


x 4 

(ge- 

sperrt) 


x 5 

(ge- 

sperrt) 


x 6 

(gc- 

sperrt) 


RS 


*3 


(frei) 


0 


0 


1 


1/92 


8/23 


5/92 


3 


xi 


(frei) 


1 


0 


0 


5/23 


-1/23 


2/23 


2 


x 2 


(frei) 


0 


1 


0 


-17/92 


2/23 


7/92 


-1 



Nach drei Iterationen ist das lineare Gleichungssystem gelost: xi = 2, x 2 - -1, 
x 3 = 3. 



E. Minimierung mit der Simplexmethode 

In den vorangegangenen Ausfuhrungen wurde die Simplexmethode zur Losung von 
linearen Programmierungsaufgaben mit einer zu maximierenden Zielfunktion be- 
handelt. In gleicher Weise wie das lineare Maximierungsproblem kann auch das line- 
are Minimierungspro blent mit Hilfe der Simplexmethode gelost werden. Die Vorge 
hensweise soli an folgender Aufgabenstellung erlautert werden (Mischungsproblem ) . 

( Joksch , H. C., 1962, S. 46 ff.; Vazsonyi, A., 1962, S. 77 ff.; Weber, H. H., 1972, 
S. 57 ff.; Bloecb, J., 1974, S. 121 ii.-,Haupt, P„ Lohse, D., 1975, S. 106 ff., 178 ff.; 
Schick, K., 1975, S. 134 ff.; Vokuhl, P„ 1965, S. 112 ff.) 

1. Beispiel: Kostenminimale Miscbung 

Ein Betrieb der Nahrungsmittelindustrie stellt einen SuBwarenartikel her. Das Pro- 
dukt setzt sich aus drei Substanzen (S^ S 2 und S 3 ) zusammen, die gemischt wer- 
den. Eine Mischung soil von den drei Substanzen jeweils mindestens b\ (i = 1,2, 3) 
Mengenanteile enthalten: b\ = 480; b 2 = 440; b 3 = 420. 

Fiir die Erstellung der Mischung sind die Mengen xj (j = 1,2) von zwei verschiedenen 
Einsatzfaktoren (Rohstoffe Ri und R 2 ) heranzuziehen. In den Einsatzfaktoren 
sind die gewiinschten drei Substanzen unterschiedlich stark enthalten. Durch die 
Koeffizienten ajj ist angegeben, wieviel ME der Substanz i in einer ME des Einsatz- 
faktors j enthalten sind: 

Einsatzfaktor 1: an = 8; a 2 i = 4; a 3 i = 2 
Einsatzfaktor 2: aj 2 = 3; a 22 = 4; a 32 = 6 

Dabei kostet eine ME des Einsatzfaktors Ri ki = 30 DM und des Einsatzfaktors 
R 2 k 2 = 20 DM. 

Gesucht ist die kostenminimale Mischung der beiden Einsatzfaktoren. 

Die Zielfunktion lautet: 

Minimiere K = ki • xi + k 2 • x 2 = 30xi + 20x 2 
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Restriktionen: 



a ll * X 1 + a 12 * X 2 ^ bj ; 8 xi + 3x2 ^ 480 

a 2 i • Xi + a 22 * X 2 ^ b 2 ; 4xi + 4x2 ^ 440 

a 31 * X 1 + a 32 * x 2 ^ b 3 ; 2xi + 6 x 2 ^ 420 

Nichtnegativitatsbedingung: 
xi, x 2 > 0 

Um die Ungleichungen in Gleichungen zu iiberfiihren, werden Schlupfvariablen ein- 
gefiihrt: 

8 x 1 + 3 x 2 — x 3 = 480 
4xi + 4x2 — X 4 = 440 
2xi + 6 x 2 — X 5 = 420 

Neben die n = 2 Hauptvariablen sind mithin m = 3 Schlupfvariablen getreten. 

Fiir alle Variablen — also auch die Schlupfvariablen — gilt die Nichtnegativitats- 
bedingung: 

xj> 0 ; x n+ i > 0 (fur alle j und i) 

In unserem Beispiel sind alle b[ > 0. Damit kann aus dem vorliegenden Gleichungs- 
system keine zulassige Basislosung abgelesen werden. Es ist also zunachst eine 
zulassige Basislosung zu bestimmen. Dazu kann die M-Methode oder das Zwei- 
Phasen-Verfahren herangezogen werden. 



2. Minimierung mit Hilfe der M-Methode 

Unter Verwendung der M-Methode sind kiinstliche Schlupfvariablen (gesperrte 
Variablen) in die Gleichungen einzufiihren (je Gleichung eine kiinstliche Schlupf- 
variable): 



8x1 + 3 x 2 — X3 


+ x 6 = 480 


4xi + 4x2 — x 4 


+ x 7 = 440 


2 xi + 6 x 2 — X5 


+ xg = 420 


Schlupf- 


kiinstliche 


variablen 


Schlupfvaria- 




blen 



Die neue erweiterte Zielfunktion lautet (die gesperrten Schlupfvariablen mit dem 
sehr hohen Betrag M bewertet): 

Minimiere K = 30xi + 20x 2 + 0x 3 + 0x 4 + 0x 5 + Mx 6 + Mx 7 + Mx 8 
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Bei der Aufstellung des 1. Tableaus wird hier die Zeiie zj zur besseren Ubersicht 
zusatzlich eingefiigt: 




Beim Minimierungsproblem besteht die Entscheidungszeile aus (kj — zj)-Differen- 
zen. Fiir alle Nichtbasisvariablen werden die Vor- und Nachteile ihrer Aufnahme in 
die Basislosung ermittelt. zj zeigt — wie oben bereits ausgefiihrt — die Zu- oder Ab- 
nahme des Zielfunktionswertes (z.B. der Gesamtkosten K) durch Veranderungen an 
den Basisvariablen mit dem Index j: 



m 

z j = X kiai J (j = 1, 2, . . . , n + m + m) 
i= 1 



Dabei sind ajj die Koeffizienten der Restriktionen und kj die Zielfunktionskoeffi- 
zienten der Losungsvariablen (Basisvariablen). kj sind hingegen die Zielfunktions- 
koeffizienten der Zielfunktion. 

Der Austausch der Variablen fuhrt dann zu einer Abnahme der Gesamtkosten K, 
wenn die Differenz kj — zj < 0. Die Auswahl der Pivotspalte und Pivotzeile kann 
beliebig erfolgen. Als Pivotelement sei an = 8 ausgewahlt. In der ersten Iteration 
kommt also x\ in die Basis, wahrend die gesperrte Schlupfvariable x <5 zur Nichtba- 
sisvariablen wird: 
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Tabelle 20: Tableau II - Simplex-Tableau nach der 1. Iteration (unzulassige Losung) 




Tabelle 21: Tableau III — Simplex-Tableau nach der 2. Iteration (unzulassige Losung) 




Tabelle 22: Tableau IV — Simplex-Tableau nach der 3. Iteration (Optimallosung) 
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Im Tableau IV sind keine kiinstlichen (gesperrten) Schlupfvariablen mehr in der Ba- 
sis; es handelt sich also um eine zulassige Losung. Die optimale Losung wird hier be- 
reits durch die erste zulassige Losung erreicht (alle (kj — zp-Differenzen sind nicht- 
negativ). Die Optimallosung lautet: 

X! = 30; x 2 = 80; K= 30 • 30 + 20 • 80= 2.500 

An der optimalen Mischung sind die beiden Substanzen Si und S 2 genau mit den 
geforderten Mindestmengen beteiligt (8 * 30 + 3* 80 = 480 bzw. 4 • 30 + 4 • 80 = 
440). Die Schattenpreise zu den Schlupfvariablen X 3 und X 4 mit DM 2, — bzw. 
DM 7/2 geben an, um wieviel die Kosten (K) steigen wiirden, wenn die Substanz Si 
bzw. S 2 um eine ME erhoht wiirde. Miiftten von der ersten Substanz (Si) minde- 
stens 481 ME (anstatt 480 ME) in die Mischung gelangen, betragen die Kosten der 
optimalen Mischung 2.500 + 2 = 2.502 DM. Die Substanz S 3 gelangt mit 120 ME 
iiber die Mindestanforderung hinaus in die Mischung (X 5 = 120 ). Die Mindestanfor- 
derung betragt 420 ME ; verbraucht werden jedoch in der Optimalmischung 30 • 2 + 
80 • 6 = 540 ME. Entsprechend ist der Schattenpreis, der zur Schlupfvariablen X 5 
gehort, Null (vgl. Tab. 22: Tableau IV). 

3. Minimierung mit Hilfe des Zwei-Phasen-Verfahrens 

Zur Demonstration des Zwei-Phasen-Verfahrens wird das gleiche (oben behandelte) 
Mischungsproblem gelost: 

Die Zielfunktion und das Ungleichungssystem werden mit (— 1) multipliziert: 

G = — K = — 30xi — 20x 2 ist zu maximieren! 
xj >0 (j = 1 , 2 ) 

— 8 x 1 - 3x 2 < -480 
— 4xi — 4 x 2 < —440 
-2xi “ 6 x 2 <-420 

Dadurch wird die Minimierungsaufgabe zu einer Maximierungsaufgabe . Nach Ein- 
fuhrung der drei Schlupfvariablen X 3 , X 4 und X 5 ergibt sich folgende unzulassige 
(Verletzung der Nichtnegativitatsbedingung) Ausgangslosung: 

Tabelle 23: Tableau I — Simplex-Ausgangstableau in Phase 1 





Variablen 

a S \ v 


Xl 


x 2 


x 3 


x 4 


X 5 


RS 

(bi) 


*3 


0 


© 


-3 


1 


0 


0 


-480 


x 4 


0 


-4 


-4 


0 


1 


0 


-440 


*5 


0 


-2 


-6 


0 


0 


1 


-420 


z j ■ 


-gj 


30 


20 


0 


0 


0 


G = - K = 0 
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Da alle Basisvariablen der Nullosung die Nichtnegativitatsbedingung verletzen, ist in 
Phase 1 die Zeilenauswahl beliebig. Das Pivotelement muft negativ sein; Spalte 1 
und 2 erfiillen im Tableau I diese Bedingung fur alle Zeilen. Als Pivotelement sei 
an = —8 gewahlt, so daft in der ersten Iteration wieder die Strukturvariable xi in 
die Losung eingefuhrt und dafur die Schlupfvariable X 3 zur Nichtbasisvariablen 
wird: 



Tabelle 24: Tableau II — Losung nach der 1. Iteration in Phase 1 — unzulassige Losung 




Tabelle 25: Tableau III — Losung nach der 2. Iteration in Phase 1 — unzulassige Losung 




Tabelle 26: Tableau IV — Losung nach der 3. Iteration in Phase 2 — zulassige und optimale 
Losung 
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Mit Tableau IV ist die erste Phase beendet; die gefundene Losung ist eine zulassige 
Losung, sie ist zugleich die Optimallosung. Zu beach ten ist der Verlauf der Rechen- 
schritte. Sie durchlaufen die gleichen Basislosungen wie bei der M-Methode. 



Obungsfragen zu den Abschnitten I bis III 

1. Welche Bedeutung kommt den linearen Entscheidungsmodellen in der Praxis zu? 

2. Wie laBt sich der mathematische Kern der linearen Optimierung (Programmierung) be- 
schreiben? 

3. Aus welchen Teilen besteht ein linearer Programmansatz? 

4. Was besagt das Ecken theorem (Simplextheorem) der linearen Planungsrechnung? 

5. Warum verliert das Eckentheorem bei mehrdeutigen Losungen eines linearen Programm- 
ansatzes nicht seine Giiltigkeit? 

6. Wie laBt sich der Standardansatz der linearen Planungsrechnung formulieren? 

7. Was sind Basislosungen, Basisvariablen und Nichtbasisvariablen? 

8. Wodurch ist die Normalform eines linearen Programms gekennzeichnet? 

9. Worin besteht das iterative Rechenverfahren der Simplexmethode? 

10. Wie lassen sich Ungleichungssysteme in Gleichungssysteme iiberfiihren? 

11. Was ist der Unterschied zwischen Hauptvariablen und Schlupfvariablen? Wie lassen sich die 
Schlupfvariablen okonomisch interpretieren? 

12. Was versteht man unter „Nullosung“ („Nullprogramm“)? 

13. Welche Funktion hat das Simplexkriterium und wie laftt es sich anwenden? 

14. Was versteht man unter Opportunitatskosten (Schattenpreisen) und welche Funktion ha- 
ben sie in der linearen Planungsrechnung? 

15. Worin besteht der Unterschied der Spalten- und Zeilenauswahl bei den Simplexiterationen 
nach der ..Steepest Unit Ascent“-Version und der ..Greatest Change“-Version? 

16. Wie lassen sich die Matrizenoperationen des modifizierten Gauftschen Algorithmus be- 
schreiben? 

17. In welche Schritte laBt sich die Vorgehensweise nach der Simplexmethode einteilen? 

18. Wie lassen sich die Inhalte der Simplex table aus bei Programmplanungen okonomisch 
interpretieren? 

19. Woran erkennt man (optimale) Mehrfachlosungen bei der Simplexmethode? 

20. Wie lassen sich die Engpasse optimaler Programme bewerten? 

21. Was versteht man unter Degeneration (Entartung)? Wie laftt sich der dabei eventuell auftre- 
tretende Zyklus mit der Simplexmethode durchbrechen? 

22. Wie lassen sich lineare Programmierungsprobleme mit unzulassiger Ausgangslosung behan- 
deln? 

23. Wie laBt sich das Zwei-Phasen-Verfahren zur Bestimmung einer zulassigen Ausgangslosung 
beschreiben? 

24. Wie laBt sich die M-Methode zur Bestimmung einer zulassigen Ausgangslosung beschreiben, 
wenn die Nebenbedingungen als Gleichungen formuliert sind? 

25. Was versteht man unter ..freien Variablen“ und wie lassen sie sich mit der Simplexmethode 
behandeln? 

26. Worin besteht der Unterschied zwischen einer Maximierung und einer Minimierung eines 
linearen Programmierungsproblems mit Hilfe der Simplexmethode? 

27. Welche Verfahren konnen zur Minimierung von linearen Programmierungsproblemen her- 
angezogen werden? 
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IV. Dualitat in der iinearen Planungsrechnung 



Der Begriff Dualitat wird auf Objekte oder Probleme angewendet, bei denen eine 
Polaritat (Gegensatzlichkeit) gegeben ist. Dies gilt auch fur die bisher behandelten 
Programmierungsaufgaben. 

In der Theorie der Iinearen Planungsrechnung nimmt das Dualitatstheorem eine zen- 
trale Stelle ein. Es besagt, daft zu jeder Iinearen Optimierungsaufgabe eine duale 
lineare Optimierungsaufgabe existiert. Bei der Dualitat handelt es sich um die 
beweisbare Tatsache ( Dantzig , G. B 1966, S. 163—167), daB jedem vorgelegten 
Iinearen Programm ein zweites — genau definiertes — duales Programm zugeordnet 
werden kann. Das Ausgangsproblem (urspriingliche Problem) wird als Primalpro- 
blem , primales Problem oder kurz Primal bezeichnet. Das Dualproblem wird auch 
duales Problem oder Dual genannt. Zu beachten ist, daft die Dualitatsbeziehung 
symmetrisch ist, d.h., daB die Probleme zueinander dual sind: das Dual des Dual- 
problems ist wieder das Primalproblem. Wir konnen also nach Belieben eines der 
beiden Probleme (Primal- oder Dualproblem) als primal bezeichnen; das jeweils an- 
dere heiBt dann dual. 

Ist das primale lineare Problem eine Maximierungsaufgabe, so ist das dazugehorige 
duale Problem eine Minimierungsaufgabe und umgekehrt. 



A. Verkniipfung dualer Probleme 

Zwischen dem Primal- und dem dazugehorigen Dualproblem besteht folgender 
Zusammenhang (in Matrizenschreibweise bzw. unter Verwendung des Summen- 
zeichens): 



1. Standardproblem 
Primalproblem 

Lautet das Maximierungs- 
problem: 

n 

Maximiere G = cjxj 

j=l 

unter den Nebenbedingungen 
n 

ajjxj < bj (i = 1, 2, . . . , m) 

j=l 

xj>0 (j= 1,2, . . . ,n) 



dazugehoriges Dualproblem 

so lautet das dazugehorige Minimie- 
problem: 



Minimiere K = 




unter den Nebenbedingungen 
m 

aijwj > cj (j = 1, 2, . . . , n) 
i=l 



wj > 0 (i = 1 , 2, . . . , m) 
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oder in Matrizenschreibweise: 
Maximiere G = c x 
unter den Nebenbedingungen 
Ax < b 
x > o 



Minimiere K = b' w 
unter den Nebenbedingungen 
A’w > c 
o 



Dabei sind c und x Vektoren mit n Komponenten, b und w Vektoren mit m Kom- 
ponenten, A ist eine m • n-Matrix und A* ist die transponierte (,,gestiirzte“) Matrix 
A ; A ist also eine n • m-Matrix. 



Primalproblem 
Lautet das 

Minimierungsproblem : 

n 

Minimiere K = cjxj 
j=l 

unter den Nebenbedingungen 
n 

aijxj>bj (i = 1, 2, . . . , m) 

j=l 

xj > 0 (j = 1, 2, . . . , n) 
oder in Matrizenschreibweise: 
Minimiere K = c x 
unter den Nebenbedingungen 
Ax > b 
x ^ o 



dazugehoriges Dualproblem 

so lautet das dazugehorige 
Maximierungsproblem : 
m 



Maximiere G = 



x* 



iWi 



unter den Nebenbedingungen 
m 

^ a;j\Vj > Cj (j = 1, 2, . . . , n) 
i= 1 



Wj > 0 (i = 1, 2, . . . , m) 



Maximiere G = b'w 
unter den Nebenbedingungen 
A'w < c 
w 



Dabei sind wiederum c und x Vektoren mit n Komponenten, b und w Vektoren 
mit m Komponenten, A ist eine m # n-Matrix und A' die transponierte Matrix A ; 
A’ hat n Zeilen und m Spalten. 

Die Entscheidungsvariablen (Unbekannten) der dualen Aufgabe sind mit wj(i = 1, 
2, . . . , m) symbolisiert. Die Dualaufgabe hat soviel Unbekannte, wie die Primal- 
aufgabe Nebenbedingungen hat. Neben dem unterschiedlichen Variablensystem 
und der entgegengesetzten Zielrichtung kehren sich die Ungleichheitszeichen in den 
Ungleichungen der Restriktionen um. Die Zahl der Restriktionen des Dualproblems 
entspricht wiederum der Anzahl der Entscheidungsvariablen im Primalproblem. Die 
rechte Seite („RS“) bilden in der Dualaufgabe die Zielfunktionskoeffizienten der 
Primalaufgabe, wahrend umgekehrt, die Beschrankungswerte b\ („RS“-Werte) der 
Primalaufgabe die Zielfunktionskoeffizienten der Dualaufgabe sind. 

Die Koeffizienten der Restriktionen bleiben erhalten; ihre Anordnung wird jedoch 
verandert. Es werden die Zeilen und Spalten miteinander vertauscht. 



75 




2. Kanonisches Problem (in Matrizenschreibweise) 

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Variablen (n > m) wird ka- 
nonisch genannt, wenn die Koeffizienten der m freien Variablen, der Basisvariablen, 
die Einheitsmatrix bilden ( Dantzig , G. B., 1966, S. 87 ff.). 

Dualproblem 

so lautet das dazugehorige 
kanonische Minimierungsproblem: 
Minimiere K = b w 

unter den Nebenbedingungen 

A ' w > c 
w=.o 

so lautet das dazugehorige 
kanonische Maximierungsproblem: 

Maximiere G = b’w 

A'w < c 
V)\o 

Es ist zu erkennen, daft die dualen kanonischen Probleme nicht die charakteristi- 
schen Merkmale der primaien kanonischen Probleme tragen. Vielmehr haben sie 
Ungleichungen statt Gleichungen als Nebenbedingungen und beliebige statt nicht- 
negative Variablen. 

Folgende Aussagen iiber die Zusammenhange von Primal- und Dualproblem konnen 
gemacht werden ( Hadley , G., 1962, S. 228 ff. ; Kreko , B., 1970, S. 198 ff. ; Schick, 
K., 1975, S. 151 f.; Bloech, J., 1974, S. 113; Haupt, P. t Lohse, D., 1975, S. 243 f. ; 
vgl. auch die dort angegebene Beweisfiihrung!): 

( 1 ) Zu jedem linearen Optimierungsproblem existiert genau ein lineares Dualpro- 
blem. 

(2) Die Problemvariablen des Primalproblems sind die Opportunitatskosten 
(Schattenpreise) der Schlupfvariablen des Dualproblems. 

(3) Die Schlupfvariablen des Primalproblems sind die Opportunitatskosten der 
Problemvariablen im Dualproblem. 

( 4 ) Aus einem gegebenen optimalen Simplextableau sind die optimalen Losungen 
beider Aufgabentypen, primal und dual, gleichzeitig gelost und ablesbar (diese 
Tatsache hat auch erhebliche praktische Bedeutung). 

(5) Die optimalen Werte der Zielfunktionen beider Aufgabentypen sind gleich 
(Dualitatssatz ) ; 

Gmax = Kmin . 

(6) Ist die Primallosung gleich der Duallosung, so ist das Optimum erreicht. 

(7) Ist die Losung des Primalproblems unbegrenzt, so existiert keine zulassige 
Losung des Dualproblems. 

(8) Existiert keine zulassige Losung des Primalproblems, so ist die Losung des 
Dualproblems unbegrenzt und umgekehrt (vgl. 7). 



Primalproblem 

Lautet das kanonische 
Maximierungspr o blem : 
Maximiere G = c x 

unter den Nebenbedingungen 

Ax - b 

Lautet das kanonische 
Minimierungsproblem: 

Minimiere K = cx 

Ax = b 
x > o 
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(9) Besitzt ein lineares Programm eine degenerierte optimale Losung, so liegen fiir 
das dazugehorige duale Programm unendlich viele optimale Losungen vor. 

(10) Zeilen des Primalproblems, deren Basisvariablen gesperrt sind, erscheinen im 
Dualproblem als Spalten mit freien Variablen als Nichtbasisvariablen und um- 
gekehrt. 

(11) Spalten des Primalproblems, deren Nichtbasisvariablen freie Variablen sind, 
treten im Dualproblem als Zeilen mit gesperrten Basisvariablen auf und umge- 
kehrt. 

(12) Das duale Problem eines Dualproblems ist wieder das Primalproblem. 

Da im Primalproblem die gleichen Variablen und Koeffizienten auf treten wie im 
Dualproblem, kann bei der Optimierung das Primal- oder das Dualproblem benutzt 
werden. Die Zusammenhange konnen nochmals folgender Darstellung entnommen 
werden ( Haupt , P., Lohse , D., 1975, S. 244 f.): 

Tabelle 27: Primal-Dual-Tabelle 



Problem- 


Problemvariablen Primal 


Bezie- 


Beschran- 




variablen 


xi > 0 X 2 < 0 . . . x n = 0 


hungen 


kungsvek- 




Dual 




Primal 


tor Primal 




wi > 0 


an a 12 • • - a ln 


< 


bi 


Zielfunktions- 


W 2 ^ 0 






b 2 


koeffizienten 


a 21 a 22 • • • a 2n 




der Problem- 






variablen Dual 


3 

A! IV 

O 


a ml a m2 • • • ^mn 


= 


b m 




Beziehungen 

Dual 






Minimiere K 
Dual 




Beschran- 




Maximiere 






kungsvek- 


Cl C2 • • • c n 


G 






tor Dual 




Primal 








Zielfunktionskoeffizienten 
der Problemvariablen 
Primal 









In dieser Tabelle ist das Primal als Maximierungsproblem und das Dual als Minimie- 
rungsproblem enthalten. Da das duale Dual das Primal ist, konnen aus der Tabelle 
auch die Zusammenhange fur das Primal als Minimierungsproblem und das Dual als 
Maximierungsproblem entnommen werden. Hierfur sind die Begriffe ,, Primal" und 
„Dual“ zu vertauschen. Das dargestellte Problem ist ein sog. gemischtes Problem 
(lineares Mischsystem), das „<“-Beziehungen, „>“-Beziehungen und „=“-Beziehun- 
gen enthalt. 
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B. Duale Simplexmethode 



Die Simplexmethode, die wir zunachst kennengelernt haben, geht von einer Aus- 
gangslosung aus, die auf der rechten Seite („RS“-Spalte) kein negatives Element 
enthalt. Diese Nichtnegativitat in der „RS“-Spalte wird auch bei den Simplextrans- 
formationen beibehalten. Gleichzeitig wird angestrebt, aus der Entscheidungszeile 
jede negative Differenz (zj — gj) zu eliminieren. Das Ergebnis ist eine optimale Lo- 
sung. Die soeben skizzierte Simplexmethode wird auch d \e primale Simplexmetho- 
de genannt. 

Es liegt nun nahe, diesen Gedankengang umzukehren. Man gelangt dann zur dualen 
Simplexmethode. Hier wird die Nichtnegativitatsbedingung fur die Elemente der 
„RS“-Spalte fallengelassen, d.h. fur die fy-Werte bestehen keine Vorzeichenbe- 
schrankungen. Zugleich wird die Optimalitatsbedingung in der Entscheidungszeile 
(zj — gj ^ 0) von Anfang an gesichert. Durch elementare Zeilenoperationen wird 
versucht, alle bj-Werte nichtnegativ werden zu lassen. Ist dies erreicht, liegt die Op- 
timallosung vor. 



1. Beispiel: Mischungsproblem 

Wir wollen die Vorgehensweise nach der dualen Simplexmethode an dem oben be- 
handelten Mischungsproblem (vgl. S. 67 f.) erlautern: 

Die Faktorpreise sind ki = 30 und k 2 = 20. 

Als Beschrankungen sind folgende Mengenrelationen einzuhalten: 

8 xi + 3x2 ^ 480 
4xi+ 4x2 ^ 440 
2xi + 6 x 2 ^ 420 
xi,x 2 >0 

Die optimale Mischung ist mit Hilfe der dualen Simplexmethode zu berechnen. 
Zielfunktion: 

Minimiere K = 30xi + 20 x 2 
Maximiere — G = — 30xi — 20 x 2 
Nebenbedingungen 

- 8 xi - 3x 2 <-480 
— 4xi — 4x2 < —440 
— 2xi — ^ x 2 < —420 
xi , x 2 > 0 

Das Ausgangstableau lautet: 
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Tabelle 28: Tableau 1 — Simplex -Ausgangstableau (unzulassige Losung) 



X B 


Variablen 


X 1 


x 2 


x 3 


x 4 


x 5 


RS 

(bi) 


x 3 


0 


© 


-3 


1 


0 


0 


-480 


x 4 


0 


-4 


-4 


0 


1 


0 


-440 


x 5 


0 


-2 


-6 


0 


0 


1 


-420 


z j ■ 


-gj 


30 


20 


0 


0 


0 


K = - G = 0 



Diese Ausgangslosung erfiillt die Kriterien des Optimums (vgl. Entscheidungszeile: 
(zj — gj) > 0), jedoch sind die Zulassigkeitsbedingungen (Nichtnegativitatsbedin- 
gungen) verletzt (vgl. „RS“-Spalte). Pivotspalte ist Zeile 1, wenn man den absolut 
groftten negativen Wert der ,,RS“-Spalte als Auswahlkriterium heranzieht. Zur Aus- 
wahl der Pivotspalte sucht man den absolut kleinsten Quotienten aus 30/— 8 = 
= — 3 3/4 und 20/— 3 = —6 2/3. Der minimale Absolutwert dieser Quotienten ist 
|— 3 3/4| = 3 3/4. Pivotspalte ist die 1. Spalte; Pivotelement ist apk = an + — 8. 
Durch elementare Zeilentransformation wird nach 3 Iterationen die optimale 
Losung erreicht, die mit der in Tableau IV (vgl. Tab. 26) identisch ist: 

x j = 30, X2 = 80, X3 =0, X4 = 0, X5 = 120, 

Km in = G max = 2.500 

bzw. die entsprechenden Dualwerte: 

wi = 2, W2 = 7/2, W3 = 0, W4 = 0, W5 = 0 

Dem Programmansatz entspricht der duale Ansatz: 

Maximiere G = 480wi + 440W2 + 42 OW 3 unter den Nebenbedingungen*. 

8wj + 4 w2 + 2W3 < 30 
3 wi + 4 w 2 + 6W3 < 20 
wi, w 2 , w 3 > 0 
mit folgender Losung: 



Tabelle 29: Tableau I — Zulassige Simplex -Ausgangslosung („Null6sung“) 



w B 


Variablen 

S ^ S \ 


wi 


W 2 


w 3 


w 4 


W 5 


RS 

(bi) 


qi 


w 4 


0 


® 


4 


2 


1 


0 


30 


3 3/4 


w 5 


0 


3 


4 


6 


0 


1 


20 


6 2/3 


z j- 


-gj 


-480 


-440 


-420 


0 


0 


G = 0 
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Tabelle 30: Tableau II — Losung nach 1. Iteration 



w B 


Variablen 


Wj 


w 2 


W 3 


W 4 


W 5 


RS 

(bi) 


qi 


Wi 


480 


1 


1/2 


1/4 


1/8 


0 


3 3/4 


15 


W 5 


0 


0 


5/2 




-3/8 


1 


8 3/4 


5/3 


z j- 


gj 


0 


-200 


-300 


60 


0 


G = 1800 





Tabelle 31: Tableau III — Losung nach 2. Iteration 



w B 


Variablen 


wx 


w 2 


w 3 


W4 


w 5 


RS 

(W) 


qi 


wi 


480 


1 


8/21 


0 


1/7 


-1/2 


10/3 


35/4 


w 3 


420 


0 


( 10 / 21 ' 


) 1 


-1/14 


4/21 


5/3 


7/2 


v 


-gj 


0 


-400/7 


0 


270/7 


400/7 


G = 2.300 





Tabelle 32: Tableau IV — Losung nach 3. Iteration — Optimallosung 



w B 


Variablen 


Wj 


w 2 


w 3 


W4 


w 5 


RS 

(bi) 


Wi 


480 


1 


0 


-4/5 


1/5 


-1 


2 


W 2 


440 


0 


1 


21/10 


-3/20 


2/5 


7/2 


z j- 


•gj 


0 


0 


120 


30 


80 


G = 2.500 



Die Optimallosung lautet: 

W! = 2, w 2 = 7/2, w 3 =0, w 4 = 0, w 5 = 0; G max = K min = 2.500 

bzw. die entsprechenden Dualwerte 

xi = 30, X 2 = 80, X3 =0, X4 = 0, X5 = 120 

Zu einem linearen Programmierungsproblem gibt es also zwei Variablensysteme 
(xj-Werte = Primalwerte und wj-Werte = Dualwerte), die zum gleichen optimalen 
Zielfunktionswert fiihren. 
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Das Dualitdtstheorem bietet eine weitere Moglichkeit, cine Minimierungsauf gab e zu 
losen. 



2. Okonomische Beziehungen zwischen Primal- und Dualproblem — dargestellt an 
einem Primal-Dual-Problem 

An Hand eines Beispiels sollen die Beziehungen zwischen einem Maximierungs- 
problem und dessen Dualproblem sowie zwischen einem Minimierungsproblem 
und dessen Dualproblem okonomisch interpretiert werden (vgl. auch Haupt, P., 
Lohse, D. } 1975, S. 254 ff. ; Bol, G. y 1980, S. 148 ff.): 

Ein Betrieb A verfugt uber 3 Fertigungsanlagen F\ y F 2 und F 3 , auf denen zwei 
Produkte Pj und P 2 hergestellt werden konnen. Dabei wird ein maximaler Dek- 
kungsbeitrag in der Planperiode (= 1 Monat) angestrebt. Zur Losung des Produk- 
tionsplanungsproblems, das ein Mengenproblem darstellt, hat man folgendes lineare 
Programmierungsproblem (einschlieftlich der Dimensionen der Elemente) formuliert: 

Maximiere G [DM/Monat] = 120xj [DM/ME 1 • MEj /Monat] + 

+ 160x 2 [DM/ME 2 ‘ ME 2 /Monat] 
unter den Nebenbedingungen 



“Mhi 


MEi 


+ x 2 


S 

cr 


> me 2 ■ 


< 130 


2 

nr 

1 


.MEj 


Monat 


me 2 


Monat 


Monatj 


'Mh 2 


. ME > 1 


+ 3x 2 


Mh 2 


_ me 2 


< 360 


Mh 2 


.MEj 


Monat J 


,me 2 


Monat 


. Monat 


'Mh 3 


ME! ] 

• 


+ 0 , 6 x 2 


'Mh 3 


me 2 


< 96 


Mh 3 ' 


£ 

1 


Monat, 


,me 2 


Monat 


Monat 



Es bezeichnen: 

MEj Mengeneinheiten des Produktes Pi 
ME 2 Mengeneinheiten des Produktes P 2 
Mhi Maschinenstunden auf Fertigungsanlage Fi 
Mh 2 Maschinenstunden auf Fertigungsanlage F 2 
Mhj Maschinenstunden auf Fertigungsanlage F 3 

In einem anderen Betrieb B ist man davon iiberzeugt, daft man die drei Fertigungs- 
anlagen besser einsetzen kann. Man bietet dem Betrieb A an, die drei Fertigungs- 
anlagen von ihm zu mieten. Dabei will man allerdings eine moglichst geringe Miete 
zahlen. Fur Betrieb B gilt es, die Preise Wj fur je eine Maschinenstunde der Ferti- 
gungsanlage i zu bestimmen, zu denen der Betrieb A die Fertigungsanlagen vermie- 
tet. Seine Kosten sind die mit den Preisen wj bewerteten Maschinenstunden fur die 
drei Fertigungsanlagen Fi , F 2 und F 3 . 

Die Zielfunktion des Betriebes B lautet dann: 
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Minimiere K [DM/Monat] = 130wx [Mhj/Monat • DM/Mhx] + 

+ 360w 2 [Mh2/Monat • DM/Mh2] + 

+ 96w 3 [Mh 3 /Monat • DM/Mh 3 ] 

Der Betrieb A vermietet seine Fertigungsanlagen nur dann, wenn die Ertrage aus der 
Vermietung der Anlagen mindestens dem Deckungsbeitrag der in der gleichen Zeit 
herstellbaren Produkte Pi und P 2 entsprechen. 

Das vorliegende Problem ist ein typischer Fall fur ein Beispiel aus der Spieltheorie 
(,,bilaterales Monopol“): 

Beide Partner verhalten sich rational. Die Mengen (hier Mh/Monat) sind gegeben. 
In einem „Aushandlungsprozeft“ (Losung des Problems) werden die Preise gesucht, 
die dem maximalen Deckungsbeitrag (G max ) des einen entsprechen und zugleich 
die Kosten des anderen minimieren (K m in). Die Nebenbedingungen fiir das Preis- 
problem des Betriebes B lauten: 



Mh x 

MEi 



DM ‘ 
Mhi 



+ 2w2 



Mh 2 

ME X 



wi 



Mhx 

ME 2 



DM 

Mhx 



+ 3w2 



Mh 2 

ME 2 



DM 

Mh 2 

DM 

Mh 2 



*1 


Mh j 


DMl 


+ 0,8w3 


* — 


MEi 


Mh 3 J 




Mhj 


DM] 


+ 0,6w3 


• 


Lme 2 


Mh 3 J 



> 120 [DM/ME 1 ] 

> 160[DM/ME 2 ] 



Vergleicht man die beiden linearen Programmierungsprobleme, so laftt sich erken- 
nen, daft ein Primalproblem (Betrieb A: Maximierungsaufgabe) und ein Dualpro- 
blem (Betrieb B: Minimierungsaufgabe) vorliegen. Fur die Art der Probleme gilt: 
Ist das Primal ein Mengenproblem , so ist das Dual ein Preisproblem und umge- 
kehrt. 

Die optimale Losung fiir beide Probleme kann mit der Simplexmethode ermittelt 
werden. Verwendet wird hier zunachst das Primalproblem: 



Tabelle 33: Tableau I — Simplexausgangstableau (Nullosung) 



X B 


Variablen 

S gi V \ 


X 1 


x 2 


x 3 


x 4 


x 5 


RS 

(bi) 


qi 


x 3 


0 


1 


1 


1 


0 


0 


130 


130 


x 4 


0 


2 


® 


0 


1 


0 


360 


120 


x 5 


0 


0,8 


0,6 


0 


0 


1 


96 


160 


z r 


'85 


-120 


-160 


0 


0 


0 


O 

11 

0 
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Tabelle 34: Tableau 11 — Simplex tableau nach 1. Iteration 



X B 


Variablen 


X 1 


x 2 


x 3 


x 4 


x 5 


RS 

(b;) 


9i 


x 3 


0 


0 


0 


1 


-1/3 


0 


10 


30 


x 2 


160 


2/3 


1 


0 


1/3 


0 


120 


180 


x 5 


0 


0,4 


0 


0 


-1/5 


1 


24 


60 


z r 


-gj 


-40/3 


0 


0 


160/3 


0 


G = 19.200 





Tabelle 35: Tableau III — Simplextableau nach 2. Iteration — Optimallosung 



X B 


Variablen 

^gi\^ 


X 1 


x 2 


x 3 


x 4 


x 5 


RS 

(bi) 


X 1 


120 


1 


0 


3 


-1 


0 


30 


x 2 


160 


0 


1 


-2 


1 


0 


100 


x 5 


0 


0 


0 


-6/5 


1/5 


1 


12 


z i - 


-gj 


0 


0 


40 


40 


0 


G = 19.600 



Die Losung fur die beiden Probleme kann dem Tableau III (vgl. Tab. 35 und 38) 
entnommen werden. 

Fiir Betrieb A (Maximierungsproblem) lautet sie: 



Menge Produkt P* 



x\ = 30 



MEx 
Monat . 



Menge Produkt P 2 



x 2 = 100 



ME 2 

Monat 



Deckungsbeitrag G max = 19.600 [DM/Monat] 

Fiir Betrieb B (Minimierungsproblem) lautet die optimale Losung: 

Preis fiir eine Maschinenstunde von Fx wx = 40 [DM/Mhx] 
Preis fiir eine Maschinenstunde von F 2 w 2 = 40 [DM/Mh 2 ] 
Preis fiir eine Maschinenstunde von F 3 wj= 0 [DM/Mf^] 

Kosten K min = 19.600 [DM/Monat] 
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Zum Vergleich soli nunmehr das Dualproblem fur die Losung verwendet werden 
( Zwei-Phasen- Verfahren) : 




Tabelle 37: Tableau II — Simplextableau nach 1. Iteration in Phase 1 



w B 


Variablen 


W] 


w 2 


w 3 


W4 


W5 


RS 

(bi) 


w 4 


0 


0 


0 


-2/5 


1 


-2/3 


-40/3 


W 2 


-360 


1/3 


1 


1/5 


0 


-1/3 


160/3 


z j " 


-gj 


10 


0 


24 


0 


120 


— K = — 19.200 


Tabelle 38: Tableau III — Simplextableau 
optimale Losung 


nach 2. Iteration in Phase 1 — 


zulassige und zugleich 


w B 


Variablen 


Wi 


w 2 


W3 


w 4 


w 5 


RS 

(b;) 


Wi 


-130 


1 


0 


6/5 


-3 


2 


40 


W 2 


-360 


0 


1 


-1/5 


1 


-1 


40 


z r 


-gj 


0 


0 


12 


30 


100 


-K = - 19.600 



Fur Betrieb A und B entspricht die Optimallosung der bereits oben angefuhrten. 
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V. Revidierte Simplexmethode 



Die revidierte Simplexmethode wurde vor allem fur Berechnungen auf EDV-Anlagen entwik- 
kelt. Diese Methode nutzt gewisse Vorteile der Matrizenverkniipfungen in der linearen Optimie- 
rung bei der Berechnung und Speicherung der Losungen aus. Ihre wichtigsten Vorteile gegen- 
iiber der besprochenen regularen Simplexmethode sind: 

(1) Bei der revidierten Simplexmethode ergibt sich ein geringerer Bedarf an Speicherkapazitat; 

(2) die Anzahl der Rechenoperationen ist in der Regel kleiner; 

(3) Rundungsfehler wirken sich bei der revidierten Simplexmethode weniger aus, da immer 
wieder auf die Ausgangswerte zuriickgegriffen wird. 

Jedoch hat die revidierte Simplexmethode gegeniiber der regularen Simplexmethode auch Nach- 
teile. So wird beispielsweise oft erst wesentlich spater festgestellt, ob eine Aufgabe losbar ist. 

Bei der revidierten Simplexmethode erfolgt die Bestimmung einer neuen Basislosung nicht 
— wie bei der regularen Simplexmethode — durch elementare Zeilenoperationen, sondem mit 
Hilfe der Matrizenrechrtung. Die revidierte Simplexmethode ist ein Verfahren, das auf alle Va- 
rianten der Simplexmethode (M-Methode, Zwei-Phasen-Verfahren etc.) angewendet werden 
kann. 

Die angesprochenen Matrizenverkniipfungen sind Matrizenmultiplikationen: 

die Transformation des s-ten Simplextableaus in das (s + l)-te Simplextableau laftt sich in Form 

einer Matrizenmultiplikation darstellen. 

Zur Beschreibung der Vorgehenswcise nach der revidierten Simplexmethode gehen wir von der 
Normalform einer linearen Maximierungsaufgabe aus. 



A. Rechenschritte der revidierten Simplexmethode 

Schritt 1: 

Zunachst ist das Optimierungsproblem in seiner kanonischen Form in das Simplex-Ausgangs- 
tableau einzutragen (Basislosung 1): 

Tabelle 39: Tableau I — Simplex-Ausgangstableau — Maximierungsproblem 





Variablen 


XI x 2 . . . x n 


x n + 1 • • • x n + m 


RS 

<bP>) 






Hauptvariablen 


S chlupfvariablen 


x (1) 

B 


•r^X 








x n + 1 


0 






“i" 


x n + 2 


0 


Xm, n) 


R -l(l) 

(m,m) 


b < 1} 


x n + m 


0 






b (1) 

m 




T . 


- g l ~g 2 • • * -g n 


0 . . . 0 


G (1) = 0 
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Bei der revidierten Simplexmethode steht unter den Schlupfvariablen oder kiinstlichen Schlupf- 
variablen, die in der Ausgangslosung die Basisvariablen sind, in jedem Tableau die Basisinverse 

B~ l( s > der jeweiligen Basislosung s. Diese ist im Ausgangstableau eine Einheitsmatrix. Der 
(m,m) 

hochgestellte Index in Klammern bezeichnet jedes Element als zu einem bestimmten Tableau 
einer bestimmten Basislosung gehorend. Jede Basislosung wird mit dem Index s gekennzeichnet. 
Fur die Ausgangslosung ist s = 1 . 

Genau wie bei den Inversionsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme (Matrizeninver- 
sion) entsteht auch beim Simplexverfahren anstelle der Einheitsmatrix die Kehrmatrix (inverse 

Matrix) der jeweiligen Spaltenbasis B und es ist B^J ^ ^ die zugehorige Basis- 

losung. 

Jedes mogliche System von m aus den n vorhandenen Spaltenvektoren der Matrix A( m> n ) wird 
als Spaltenbasis B( m m ) bezeichnet. Eine Spaltenbasis bildet stets eine quadratische Matrix mit 

m Zeilen und m Spalten. Aus n > m Spaltenvektoren aj des Typs (m, 11 ^ssen sich ( Jver- 
schiedene Spaltenbasen bilden. (Vgl. auch Niemeyer, G., 1968, S. 56 ff.) \ m / 



Beispiele: 

In Tableau II (vgl. Tab. 3, S. 46) des Zahlenbeispiels ,,Optimierung eines Produktionspro- 
gramms“ ist die Matrix 



( 1/70 0 0 

-8/70 1 0 

-2/7 0 1 



die Kehrmatrix der Spaltenbasis B = (** 2 , * 4 , ** 5 ); (vgl. Tabelle 1, S. 43); denn es ist 




und es ist 



-L 

70 


0 






/ 9.800 ^ 




M 


8 

70 


1 


0 


• 


1 

1.600 




480 


2 

\" T 


0 


■i 




| 3.000 j 




\ 2M I 



die dazugehorige Losung des primalen Problems. 

Oder in Tableau III (vgl. Tab. 4 auf S. 48) ist die Matrix 
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3/70 

8/35 

-2/35 



0 



- 1/10 

-6/5 

1/5 



1 

0 



die Kehrmatrix der Spaltenbasis B = (a 2 , a^,a\) — vgl. S. 43 — 




und es ist 



3/70 


0 


- 1 / 10 \ 


1 


( 9.800 \ 


/ 120 


8/35 


1 


-6/5 I 


• 


1.600 j = 


I 240 


-2/35 


0 


1/5 / 


\ 


^ 3.000 J 


\ 40 



x 



(3) 

B 



die dazugehorige Basislosung des primalen Problems. 

Die revidierte Simplexmethode benutzt zur Ermitdung einer neuen Basislosung ausschlieftlich 
die Kehrmatrix der Spaltenbasis, aus der alle notwendigen Informationen fiir den Basistausch 
gewonnen werden. 

Es liege beispielsweise das folgende Tableau mit zulassiger Losung vor (mit A^ wird das Sim- 
plextableau der s-ten Basislosung symbolisiert) : 




Die Zielfunktion kann — wie hier geschehen — auch als eine Restriktion in das Tableau einge- 
fvihrt werden ( Bloech , J., 1974, S. 145 f.): — • xj — g 2 • X 2 + 0 x 3 + 0 x 4 + G = 0. Fiir G ist 

eine zusatzliche Spalte in das Tableau aufzunehmen. G ist dann immer in der Losung und 
soil maximiert werden. 

Schritt 2: 

Das Optimalitatskriterium ist anzuwenden, d.h. es ist zu priif 
der Entscheidungszeile grdfter oder gleich Null sind. Ist dies < 
die optimale Losung. Sind hingegen noch negative Elemente 
Schritt 3. 



n, ob alle Differenzen (zj 



( 1 ) 






er Fall, so ist die Ausgangslosurig 



(z 



(i) 



A 



< 0 ) vorhanden, folgt 



Schritt 3: 

Z.B. nach der , .Steepest Unit Ascent*' -Version erfolgt die Auswahl der Pivotspalte k. DJi., die 
minimale Differenz in der Entscheidungszeile bestimmt die Pivotspalte. 
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Schritt 4: 



(s) 

Es sind die Elemente a der Pivotspalte k fur die Basislftsung s zu bestimmen: 



_(s) 
a k = 



a (s) 

a lk 

a (s) 

a 2k 



<S> 

mk 



-B -a k 



Schritt 5: 

Es ist zu priifen, ob alle Elemente ajj^der Pivotspalte nichtpositiv sind (a|j^ < 0?). 1st dies der 
Fall, so hat das vorliegende lineare Programmierungsproblem eine unbegrenzte Zielvariable (vgl. 

S. 52 f.). Die Formulierung der Aufgabe sollte auf ihre Richtigkeit hin iiberpriift werden. 

(s) 

Existieren positive Elemente a^ der Pivotspalte, folgt Schritt 6. 

Schritt 6: 

As) 

(s) 1 

Fiir alle a.^ > 0 sind die Quotienten qj = — z^yzu bestimmen. Die Zeile mit dem kleinsten Quo- 

a- , 
i k 

tienten qj ist die Pivotzeile p. Die entsprechende Variable dieser Zeile ist die neue Nichtbasis- 
variable (neue Nullvariable). 



Schritt 7: 

Die neue Basisinverse B + ^ fiir die (s + l)-te Basislosung ist zu bestimmen: 

Die Matrix (e^, . . . , t^\ . . . , e m ) — diekurzmit T ^ bezeichnet werden soil — ist eine Ein- 

(s) 

heitsmatrix vom Typ (m,m), in deren p-ter Spalte der Vektor t ^ steht. 

Die Elemente dieses Spaltenvektors werden wie folgt berechnet: 

ftri = p ‘ip^-^r 

a P k 



fiir i ^ p t> 



(s) . 



a. ( ? } 

lk 



*P 



a (s > 

pk 



Die neue Basisinverse B s + ^ ist in das (s + l)-te Tableau einzutragen. Das s-te Tableau wird 
also in das (s + l)-te Simplextableau iiberflihrt, indem es von links mit (ej, . . . , t^ s \ . . ., e m ) 
multipliziert wird. P 

Im obigen Beispiel (s = 1) — vgl. Tabelle 40: Tableau — sei k = 2 die Pivotspalte und p = 1 

die Pivotzeile, so daft a^ =* a 12 das Pivotelement ist. In der quadratischen Matrix (ej, . . . , t^\ 
. . . , e m ) enthalt die Spalte p = 1 die Elemente: 



t 



(1) _ 
11 " 



a 



1 



( 1 ) 

12 
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t (1) 

l 21 



t (1) 

l 31 



22 

a 12 

-(-g 2 > 

T 17 "" 

a 12 



und 



T U) = 



12 

^2. x 
a 12 

g 2 

0 

a 12 / 

Die Matrix 7^ ist entsprechend der Matrix 7^^ aufgebaut. Lautet das Pivotelement apk, so 
werden die Elemente der Matrix T ^ nach den beschriebenen Regeln ermittelt. 

Das zweite Tableau ergibt sich entsprechend durch folgende Verkniipfung 

A (2) = T (1) • A (1) 

Werden mehrere Tableaus nacheinander durch Multiplikadon mit Transformationsmatrizen 
r<l), T^ 2 \ . . . berechnet, so gilt: 

A (3 > = t {2) • A (2) = r (2) • T (1) • A (1) 

X< 4 > = r < 3 > . a ( 3) = r (3) . T (2) • T (1) • A (1) 

Wird im obigen Beispiel die Berechnung des Tableaus durchgefiihrt, so ergibt sich: 



a (2 >; 






a 12 


0 0 ^ 




r 


a 12 


1 


0 


0 


b M 


-hi. 

a 12 


1 0 


* 


a 21 


a 22 


0 


1 


0 


b 2 


\ — 


» . 1 






"*2 


0 


0 


1 


0 / 


lhi_ 




1 


1 


0 


0 


A. 




\ 


a 12 




a 12 






a 12 




\ 


a 


ll a 22 


0 


a 22 


1 


0 


h — 


a 22 




a 21 __ 


a 12 


a 12 


b 2 


a 12 


b l 


a llg2 




o 


g 2 


0 


1 


g2 


b l 




\ a 12 


g l 




a 12 


a 12 
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Der beschriebene Transformationsvorgang kann auch in Vektorverkniipfungen zerlegt wcrden 
(vgl. z.B. die Schritte 7a, 7b und 10): 



Schritt 7a: 

Der Vektor b^ S + ^ kann fur die (s + l)-te Basislosung auch wie folgt bestimmt werden: 

^<s + 1) = b -Ks+ 1) . ^(D 

Der Vektor b^ s + ^ ist in das (s + l)-te Tableau einzutragen und stellt die neue Basislosung dar. 



Schritt 7b: 

Die Schattenpreise (Opportunitatswerte) der Variablen in der Basislosung lassen sich auch wie 
folgt bestimmen: 

a) fur Hauptvariablen (Strukturvariablen) (xj, . . . , x n ): 



(z 



(s + 1) 
1 



g r z 2 



(s + 1) 



g 2’ 



_(s + 1) 



g n ) = 



(s + 1), p l(s + 1) 

= g • B 



A-(g v S r -..,g n ) 



b) fur Schlupfvariablen (x n + p • • • ’ x n + 



(K 



■r-H.v 



(s+ 1) 
n + 2 



-g, 



n + 2’ 



(s + 1) 

, z — e 

’ n + m & n 



) = 



= e (s+1) . B - 1(S+1) -(K e a ) 

g ' g n + 1 ’ g n + 2’ ’ * * ’ g n + m ; 

Die errechneten Schattenpreise sind in das (s + l)-te Tableau einzutragen. 



Schritt 8: 

Der Vektor g" s + ^ der Zielfunktionskoeffizienten — gj s + ^ _ der Basisvariablen fur die 
(s + l)-te Basislosung laftt sich wie folgt formulieren: 

Die p-te Komponente des Vektors g^ s) ist mit dem Zielfunktionskoeffzienten gfc der neuen Ba- 
sisvariablen zu vertauschen. Diese steht in der p-ten Zeile des (s + l)-ten Tableaus. 



Schritt 9: 

Das Optimal itatskriterium ist anzuwenden: 

( z (s + 1) — g:) < 0? (fur alle j). Wenn ja, ist s = s + 1 zu setzen, und es folgt Schritt 3. Wenn alle 

j J 

Schattenpreise nichtnegativ sind, ist die Optimalldsung erreicht. Es folgt Schritt 10. 

Schritt 10: 

Der Wert der Zielfunktion — der sich auch durch Vektorverkniipfungen ermitteln laftt — ist fur 

die optimale Losung zu errechnen: G^ s + ^ + ^ • b^ s + Die iibrigen Werte sind dem 

Optimal tableau zu entnehmen. 



B. Zahlenbeispiel zur revidierten Simplexmethode 



Zielfunktion: 

Maximiere G = 7xi + 8xj + 6x3 + 3x4 
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Beschrankungen: 

x i + x 2 + X3 + X4 < 6 
Xi + 2x 2 4 X4 < 8 

2xi + x 2 + x 3 < 8 
xj > 0 (fur alle j). 

Tabelle 41: Tableau I — Ausgangslosung der revidierten Simplexmethode (Basislosung 1): 
,,Nullosung“ 



x (1) 

X B 


\Variablen 


X 1 


x 2 


x 3 


x 4 


x 5 


x 6 


x 7 


RS 

(b^) 


9i 


x 5 


0 


1 


1 


1 


1 


1 


0 


0 


6 


6 


x 6 


0 


1 


© 


0 


1 


0 


1 


0 


8 


4 


x 7 


0 


2 


1 


1 


0 


0 


0 


1 


8 


8 


z a >- 

J 


■*j 


-7 


-8 


-6 


-3 


0 


0 


0 


It 

o 





Dieses Tableau I weist praktisch keine Unterschiede zum ersten Tableau der regularen Simplex- 
methode auf. Die in diesem Tableau enthaltenen Daten werden fur spatere Rechenschritte im- 
mer wieder benotigt. Bei der Berechnung jeder neuen Basislosung erfolgt ein Riickgriff auf die 
Daten dieses Ausgangstableaus. 

Die Hauptvariable X2 hat den groftten negativen Opportunitatswert. Sie wird als neue Basisva- 
riable gewahlt. Die zweite Spalte des Tableaus wird zur Pivotspalte (k = 2). Die Elemente der 
Pivotspalte werden bestimmt: 



JD _ d _ 1(D . -d) . 

a 2 ~ B a 2 * 




Fur die Elemente a|^ > 0 werden die Quotienten qj ermittelt (vgl. die Hilfsspalte qj in Ta- 
bleau i): 



qi= ‘7TT 

a i2 





93 



8 

- = 8 
1 



Der kleinste Quotient q 2 = 4 bestimmt die Pivotzeile p = 2 mit dem Pivotelement a22 = 2. X2 
wird also bei der bevorstehenden Iteration in die Basislosung eingefiihrt. 

Nun kann die Basisinverse fur die zweite Basislosung, B~ 1(2)^ bestimmt werden. Zunachst ist 

die Transformationsmatrix = (e l e m ) aufzustellen. Die Elemente t|** des 

(1) F ** 
Vektors t lauten: 

P 



fur i = p = 2: 



fiir i ^ p: i = 1 



r (l) 


1 1 


22 


a 22 L 




AD 


(1) 


a 12 


12 


= ~"7iy = _ 




a 22 



1 

2 
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1 



Daraus folgt: 



.,*) = 0 

p m \ 

\0 



- 1/2 1 



. . — 1 ( 2 ) 

Die neue Basismverse B ergibt sich durch folgende Matrizenmultiplikation: 



B- 1(2) =W t (1) * )-B - 1 < 1 » = 

p m 



( 1 - 1/2 0 

0 1/2 0 

0 - 1/2 1 



1 -1/2 0\ /I 0 0 



0 1/2 0 I • 0 1 0 

0 - 1/2 1 / \0 0 1 



Sie wird in das Tableau II als neue Basisinverse eingetragen. 
Der Vektor b&) t fur die zweite Basislosung ergibt sich aus: 






0 - 1/2 



Auch b KL) ist in das Tableau zu ubemehmen. 

( 2 ) 

Der Vektor der Zielfunktionskoeffizienten der Basisvariablen fiir die zweite Basislosung, g , 
wird ermittelt: anstelle der Null (Variable X£ in Tableau I) tritt der Wert 8 (Zielfunktionskoef- 
fizient g 2 = 8 der neuen Basisvariablen X 2 >. 

Die neue Basisvariable X2 steht in der zweiten Zeile des Tableaus II. Die Opportunitatskosten 
der zweiten Basislosung sind wie folgt zu bestimmen: 



(1) fiir die Hauptvariablen 



(z l 2) “ *1 



= (0 8 0 ) 



1 - 1/2 0 



0 - 1/2 1 



- (7 8 6 3) = (-3 0 -6 1) 



(2) fiir die Schlupfvariablen 



( 1 - 1/2 0 

0 1/2 0 

0 - 1/2 1 



(0 0 0) = (0 4 0) 



Die Opportunitatswerte werden in das 2. Tableau iibertragen: 
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Tabelle 42: Tableau II — Losung nach 1. Iteration mit Hilfe der revidierten Simplexmethode 
— Basislosung 2 



x (2) 

B 


N \Variablen 


x i 


. x 2 x 3 *4 


x 5 


x 6 . 


x 7 


RS 

<b[ 2 >) 


qi 
















x 5 


0 




O 


1 


-1/2 


0 


2 


2 


x 2 


8 




0 


0 


1/2 


0 


4 


- 


x 7 


0 




1 


0 


-1/2 


1 


4 


4 


z. — g. 

j n 


-3 


0 -6 1 


0 


4 


0 





Im Gegensatz zum Tableau I und den Tableaus bei Anwendung der regularen Simplexmethode 
enthalt das vorstehende Tableau II nur diejenigen Elemente, die in jeder Basislosung neu be- 
rechnet werden. 

Es ist nun zu priifen, ob die vorliegende Losung des Tableaus II optimal ist. Da noch negative 
Elemente in der Entscheidungszeile existieren, kann eine Verbesserung der Losung erreicht wer- 
den, indem xi oder X 3 zu Basisvariablen werden. Nach der ..Steepest Unit Ascent “-Version 
wird die Spalte k = 3 als Pivotspalte ausgewahlt. 

(2) 

Die Elemente a^ konnen nicht aus dem zweiten Tableau entnommen werden. Sie sind zu be- 
stimmen: 



/I -1/2 

«< 2 > = .0 




Auch diese Elemente werden in das zweite Tableau eingetragen. Von dort konnen sie fur die 
weiteren Berechnungen entnommen werden. 



bf 2 

Da q- = - ,-\ ~ — = 2 der kleinste Quotient qj ist, ist die erste Zeile (p = 1) die Pivotzeile und 

a' ' 1 

a 13 



( 2 ) 

a j j = 1 das Pivotelement. Durch die Auswahl der ersten Zeile als Pivotzeile wird die seitherige 
Basisvariable X 5 zur Nichtbasisvariablen (Nullvariablen) und X 3 an deren Stelle in die Basislo- 
sung eingefiihrt. 

Unter analoger Anwendung der beschriebenen Rechenschritte ergibt sich das Tableau III. 
Zunachst ist die Basisinverse ^ fur die dritte Basislosung zu bestimmen. Dazu wird die Matrix 

T ^ = (ei, . . . , t^\ .... e m ) aufgestellt. Die Elemente tj 2 ^ des Vektors sind: 



fiir i = p = 1 



fur i ^ p : i = 2 



fiir i = 3 



t (2) 

r ll 



a < 2 > 

a 13 



1 

-= 1 
1 



t (2) 

Z 21 



t (2) 

r 31 



a (2) 

a 23 

a 13 

a (2) 

a 33 

T 27 

a 13 



0 

-= 0 

1 



1 
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Daraus folgt: 



*1 = 




Die neue Basisinverse 



-1(3). 




wird in das dritte Tableau eingetragen. 
Der Vektor b ^ fiir die Basislosung 3 



*< 3 > = B 



-1(3) . b (l). 




ist ebenfalls in das dritte Tableau zu ubertragen. 

1m Vektor der Zielfunktionskoeffizienten der Basisvariablen wird die p-te Komponente (p = 1) 
ausgetauscht. Anstelle der Null (Variable X5) wird der Zielfunktionskoeffizient der neuen Basis- 
variablen X3 eingesetzt (g3 = 6). 

Die Opportunitatswerte der Variablen in der dritten Basislosung sind: 



(1) fur die Hauptvariablen 



(3) 






(3) 



*2 



,(3). 



*3 



,(3) 



-g 4 ) = 



/I -1/2 0\ / 1 1 

= (6 8 0) • j 0 1/2 0 j • { 1 2 

\-l 0 1 I \ 2 1 




- (7 8 6 3) = (0 0 0 11) 



(2) fur die Schlupfvariablen 

,(3) „ ,<3) ,<3) 

(Z5 - g 5 z 6 - g^ z 7 - g 7 ) - (6 8 0) 



f 1 -1/2 0\ 

0 1/2 0 ]= (6 1 0 ) 
V-i 01/ 



Die errechneten Opportunitatswerte werden in das Tableau III ubemommen. Da alle Opportu- 
nitatswerte grdfter oder gleich Null sind (z| 3 ^ — gj > 0), ist mit Tableau III die optimale Lo- 
sung erreicht. 

Fiir die Optimalldsung wird der Zielfunktionswert ermittelt: 



g ( 3) 



= g 



(3) 



fc (3) = (6 8 0 ) • 



2 

4 

2 



44 



Auch dieser Wert wird schlieftlich in das dritte Tableau eingetragen: 
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Tabelie 43: Tableau 111 — Lftsung nach 2. Iteration mit Hilfe der revidierten Simplexmethode 
— Basislbsung 3 = Optimallosung 



x (3) 

B 


Variablen 


xi X2 X3 X4 X5 X6 xj 


RS 

<b} 3 >) 


x 3 


6 


1 -1/2 0 


2 


x 2 


8 


0 1/2 0 


4 


x 7 


0 


-1 0 1 


2 


f’-s 


0 0 0 11 6 1 0 


II 



Die optimale Losung lautet: 

XI =0; X2 = 4; X 3 = 2; X 4 = 0; X 5 = 0; 
x 6 = 0; xj = 2; G max = 44 

Eine Variante der revidierten Simplexmethode, die sogenannte ,,symmetrische revidierte Sim- 
plexmethode“, wird von Muller-Mer bacb beschrieben (Muller-Merbach, H., 1973, S. 230 ff.). 



VI. Postoptimale Rechnungen 



A. Grundlegung 



Bisher haben wir fur die Koeffizienten der Zielfunktion und der Nebenbedingun- 
gen feste (determinierte) Werte vorgegeben. Daher gelten Losungen zunachst auch 
nur fur diese Werte. 

Fur viele betriebswirtschaftliche Problemstellungen ist es vorteilhaft, die Abhangig- 
keit der optimalen Losung eines linearen Programms von den einzelnen Zielfunk- 
tionskoeffizienten und/oder von den Koeffizienten der Nebenbedingungen zu unter- 
suchen. Solche Rechnungen, die sich an die Ermittlung der Optimallosung anschlie- 
Ben (postoptimale Rechnungen) , haben fur die Praxis groBe Bedeutung, da erst eine 
solche Analyse es haufig ermoglicht, aus linearen Entscheidungsmodellen realitats- 
relevante Erkenntnisse abzuleiten. Wahrend die erforderlichen Daten linearer Ent- 
scheidungsmodelle determiniert sein miissen, lassen sich mit Hilfe der parametric 
schen linearen Planungsrechnung fiir einzelne Daten Streuungsbereiche ermitteln, 
in denen die Daten ohne EinfluB auf die optimale Losung variieren konnen. 

Die parametrische lineare Planungsrechnung beriicksichtigt Moglichkeiten, daft Ko- 
effizienten des linearen Planungsproblems variieren. Beispielsweise kann die Frage 
interessieren, ob sich bei der Planung des Produktionsprogramms geringe Verschie- 



95 




bungen der Verkaufspreise auf die optimale Mengenkombination auswirken. Zielt 
die Frage auf die Empfindlichkeit einer betrachteten Losung im Hinblick auf Ver- 
anderungen der Parameter ab, so liegt ein Problem der Sensitivitatsanalyse (Dinkel- 
bach, W., 1969) vor. Bei der Sensitivitatsanalyse (oder ziich Sensibilitatsanalyse) wird 
also untersucht, wie stark einzelne Ausgangsdaten variieren diirfen, bis sich die Lo- 
sung qualitativ andert. Bei der parametrise hen Programmierung werden bestimmte 
Ausgangsdaten schrittweise variiert und dabei die Auswirkungen auf die Losung ver- 
folgt. Sensitivitatsanalysen und parametrische Programmierung behandeln also ver- 
wandte Fragestellungen. 

Meistens werden nur Anderungen der Zielfunktionskoeffizienten (gj-Werte, j = 1,2, 
. . . , n), die etwa Deckungsbeitrage oder Kosten wiedergeben, und der Elemente der 
rechten Seite (bj-Werte, i = 1,2,..., m), also der verfiigbaren oder geforderten 
Kapazitaten, analysiert. Die ay -Werte stellen im allgemeinen ,,technische Koeffi- 
zienten“ dar, die wenig veranderlich sind. Eine Anderung der Koeffizienten ay 
fiihrt jedenfalls zu ganz neuen Ungleichungen bzw. Gleichungen (Wegen der Para- 
metrisierung von Koeffizienten der Bedingungsmatrix vgl. Miiller-Merbach, H. f 
1967, S. 341-354). 

Im linearen Programm werden daher neue Variablen, Parameter genannt, fur alle 
Daten eingefiihrt, deren Werte sich innerhalb eines Streuungsbereiches andern kon- 
nen oder sollen. Sei es, daft die Daten nur unsicher bekannt sind und man den Ein- 
fluft von moglichen Fehlern (z.B. Fehlprognosen) auf das Ergebnis kennen will, sei 
es, daft die tatsachlichen Daten schwanken und man wissen will, bei welchen 
Anderungen die ermittelte Losung noch optimal ist. 

In einem linearen Programm konnen n neue Variablen Xj (j = 1, 2, . . . , n) und m 
neue Variablen (i = 1 , 2, . . . , m) eingefiihrt werden. Der lineare Programmansatz 
fur die Maximierungsaufgabe lautet dann*. 

Maximiere G = (gi + Xi)xj + (g 2 + X 2 ) X 2 + • • • + (gn + ^n) x n + 0x n+l + 

+ . . . + 0 x n + m 

unter den Nebenbedingungen 

an x i + a 12 X 2 + . . . + a ln x n + x n+ i =bx + pi 

a 21 x l + a 22 x 2 + • + a 2n x n + x n + 2 =b 2 +M2 

a ml x l + a m2 x 2 + • • • + a mn x n + x n + m = t>m + Mm 

xj > 0 (fiir j = 1 ,2, . . . , n + m) 

Fur solche linearen Programm ansatze ergeben sich folgende Fragestellungen: 

Wie andern sich die optimalen Losungen und der Wert der Zielfunktion in Abhan- 
gigkeit von den Parametern Xj(j = 1, 2, . . . , n) und jUi(i = 1, 2, ... , m)? Fur wel- 
che Werte der Parameter Xj und fJL\ erreicht oder iibersteigt das Maximum der Ziel- 
funktion einen geforderten Mindestbetrag? (Vgl .Hadley, G., 1962, S. 379 ff.;Dm- 
kelbach , W ., 1969 ;Saaty t T. L., 1959, S. 294-302). 
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Da eine gleichzeitige Untersuchung des Einflusses aller Daten auf die Losung un- 
iibersichtlich wird, beschrankt man sich in den Beispielen zur parametrischen linea- 
ren Programmierung aus Vereinfachungsgriinden auf wenige Parameter. Fur ein oder 
zwei Parameter kann die Abhangigkeit leicht graphisch dargestellt werden. 



B. Parametrische Planungsrechnung und Sensitivitatsanalyse 



1. Variation der Zielfunktion 

Eine Anderung der Koeffizienten der Zielfunktion bei unveranderten Nebenbedin- 
gungen bewirkt eine Verlagerung der Gewinnhyperebene, wahrend das Losungspo- 
lyeder unverandert bleibt. 

Es sei wiederum folgendes lineare Programm — Optimierung eines Produktions- 
programms — gegeben (vgl. S. 23): 

Maximiere G = llOxi + 160x2 + 0 x 3 + 0 x 4 + 0 x 5 
unter den Nebenbedingungen 

35xi + 70x2 + X 3 = 9.800 
10 xi + 8 x 2 + X 4 = 1.600 

15xi + 20 x 2 + X 5 = 3.000 

xi, X 2 , . . • , x 5 > 0 

Die optimale Losung dieses linearen Programms lautet (vgl. S. 48): 

xi = 40, X 2 = 120, X 3 = 0, X 4 = 240, X 5 = 0 mit G = 23.600 

Halt man im vorstehenden Beispiel den Deckungsbeitrag des Produktes Pi (gi = 
110) fur unsicher (Zahlenbeispiele mit zwei und mehr Parametern in der Zielfunk- 
tion befinden sich z.B. bei Joksch , H. C., 1965, S. 108 ff. und Dinkelbach , W., 1969, 
S. 142 ff.), so erhebt sich die Frage, inwieweit Anderungen dieses Deckungsbeitra- 
ges die optimale Losung beeinflussen. Durch Zuordnung eines Parameters Xi zum 
Deckungsbeitrag des Produktes Pi entsteht folgender linearer Programmansatz: 

Maximiere G = (110 + Xi)xi + 160x2 + 0 x 3 + 0 x 4 + 0 x 5 
unter den Nebenbedingungen 

35xi + 70x2 + X 3 = 9.800 
10xi + 8 x 2 + X 4 = 1.600 
15xi + 20 x 2 + X 5 = 3.000 
xi, x 2 , x 3 , x 4 , x 5 > 0 
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Das Simplextableau ist um die Spalte B 0 (optimale Basislosung) zu erweitern. In 
dieser Spalte ist anzugeben, fur welche Parameterwerte X* die jeweilige Basislosung 
optimal ist. Fiir die Koeffizienten von Xi fiihrt man eine weitere Zeile (unterste 
Zeile) in das Simplex-Tableau ein. Die „Nullosung“ lautet: 



Tabelle 44: Tableau I - Simplex-Ausgangstableau - ..Nullosung” 



X B 


Variablen 


X 1 


x 2 


x 3 


x 4 


x 5 


RS 

(bi) 


Bo 


x 3 


0 


35 


0 


1 


0 


0 


9.800 


fiir keinen 


x 4 


0 


10 


8 


0 


1 


0 


1.600 


Parameter- 


x 5 


0 


15 


20 


0 


0 


1 


3.000 


wert 


z i ~gj 


-110 


-160 


0 


0 


0 


G = 0 








-1 


0 


0 


0 


0 







Die erste Basislosung mit xi = 0, x 2 = 0, X 3 = 9.800, X 4 = 1.600, X 5 = 3.000 und 
G = 0 bedeutet, daft fiir keinen Parameterwert Xi eine optimale Losung existiert. 
Dies ergibt sich bei Anwendung des Simplexkriteriums, da die Differenz (Z 2 — g 2 ) 
= — 160 in der Entscheidungszeile unabhangig von Xi stets negativ bleibt. Aus der 
„RS‘ < -Spalte liiBt sich ablesen, daB diese erste Losung zulassig ist (x[ > 0). 

Fiir Xi < 50 muB nach der „Steepest Unit Ascent“-Version die Variable X 2 in die 
Basis eingefiihrt werden. 

9.800 , 1.600 ^ 3.000 1 

Von den Quotienten qi = — —— = 140, q 2 = — = 200, q 3 = — — — = 150 zeigt 

70 o ZU 

der kleinste an, daB die erste Zeile p = 1 die Pivotzeile und aj 2 = 70 das Pivotele- 
ment ist. Nach der ersten Iteration ergibt sich folgende zulassige Basislosung: 



Tabelle 45: Tableau II — Losung nach der 1. Iteration 
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Die zulassige Basislosung nach der ersten Iteration mit xi = 0, X 2 = 140, X 3 = 0, X 4 
= 480, X 5 = 200 und G = 22.400 ist wegen —30 — X* > 0 zugleich die optimale Lo- 
sung des linearen Programms (fiir den Parameterbereich \\ < —30; fur Xi = —30 exi- 
stieren unendlich viele Losungen, die alie den Gewinn G = 22.400 garantieren). 

Fiir Xj > —30 oder —30 — Xj < 0 muB nach dem Simplexkriterium x\ in die Basis- 



losung aufgenommen werden. Da qi 



140 

0,5 



460 

280, q 2 = — 7 - = 80 und q 3 



200 

5 



40, heiBt die neue Nichtbasisvariable (Nullvariable) x 5 ; Pivotelement ist a 3 i =5. Es 
folgt nach der nachsten Iteration die zulassige Basislosung: 



Tabelle 46: Tableau III — Losung nach der 2. Iteration 



*B 


Variablen 


x i 


x 2 


x 3 


x 4 


x 5 


RS 

(bj) 


Bo 


x 2 


160 


0 


1 


3/70 


0 


-1/10 


120 


- 30 < Xj < 10 


x 4 


0 


0 


0 


( 8/3 0 


1 


-6/5 


240 




xi 


110 


1 


0 


- 2/35 


0 


1/5 


40 




Zj — 


gj 


0 


0 


4/7 


0 


6 


G = 23.600 








0 


0 


- 2/35 


0 


1/5 


+ 40 Xj 





Die Losung nach der zweiten Iteration hat folgende Losungswerte: 
xi = 40, x 2 = 120 , x 3 = 0 , x 4 = 240, x 5 = 0 und G = 23.600 + 40 Xi 

4 2 1 

Wegen — — — Xj > 0 oder Xj < 10 und 6 + — Xj > 0 oder X* > —30 bedeu- 

tet diese zulassige Basislosung fiir den Parameterbereich — 30 < Xj < 10 die optima- 
le Losung des linearen Programms. (Fur Xj = —30 oder Xj = 10 existieren wiederum 
entsprechend dem Simplexkriterium unendlich viele optimale Losungen mit G = 
22.400 bzw. G = 24.000). 

Dieser Parameterbereich garantiert weiter, daft sich der Gewinn gegeniiber der 
Basislosung gemaB Tableau II nicht verringert (untere Grenze von G ist 22.400). 

Fiir Xi > 10 muft X 3 in die Basislosung eingefiihrt und x 4 entfernt werden, da q 2 = 



240 - 35 _ 
8 

Iteration ist 
Basislosung: 



1.050 kleiner ist als qi = — = 2.800. Pivotelement fiir die dritte 

423 = 8/35. Nach der dritten Iteration erhalt man folgende zulassige 
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Tabelle 47: Tableau IV — Losung nach der 3. Iteration 




Die Losung nach der dritten Iteration lautet: 

X! = 100 , x 2 = 75, x 3 = 1.050, x 4 = 0 , x 5 = 0 mit G = 23.000 + 100 



Da — — + — Xi > 0 oder Xi > 10 und 9 — -7- Xi > 0 bzw. Xj < 90 ist, stellt die- 
2 4 10 

se zulassige Basislosung in dem Parameterbereich 10 < X^ <90 eine optimale Lo- 
sung des linearen Programms dar. Fur den Parameterbereich X^ > 90 hingegen er- 
fiillt diese Basislosung das Simplexkriterium nicht. Wird in einer vierten Iteration 
x 5 gegen x 2 ausgetauscht, ergibt sich folgende zulassige Basislosung: 



Tabelle 48: Tableau V — Losung nach der 4. Iteration 




Die Losung nach der vierten Iteration lautet: 

xi = 160, x 2 = 0 , X 3 = 6.200, x 4 = 0, X 5 = 600 mit G = 17.600 + 160 Xj 
Aus —72 + 4/5 X* > 0 oder X* > 90 und 11 + 1/10 X* > 0 oder Xi >—110 folgt, 
daft diese zulassige Basislosung fur Xj > 90 stets optimal ausfallt. Dieser Parameter- 
bereich garantiert wiederum, daft sich der Gewinn gegeniiber der vorangegangenen 
Losung nicht verringert. 

Die Ermittlung der Parameterintervalle, fur die eine zulassige Basislosung mit m 
Basisvariablen optimal bleibt, geschieht also unter Anwendung des Simplexkriteri- 
ums. 



100 




Zusammenfassend ergeben sich fur das Zahlenbeispiel folgende Resultate fiir die 
Produktionsprogramme I bis V, die sich aus den Simplextableaus I bis V (vgl. Tabel- 
len 44 bis 48) ablesen lassen: 



Tabelle 49: Zusammenstellung der Ergebnisse der parametrischen Programmierung 
und Sensitivitatsanalyse — Variation der Zielfunktion 



Variablen 

Pro-\^^ 

duktions^\. 

programme 


*1 


x 2 


x 3 


x 4 


x 5 


G 


B 0 


I 


0 


0 


9.800 


1.600 


3.000 


0 


fiir keinen 
Parameterwert 


II 


0 


140 


0 


480 


200 


22.400 


1 

8 

/A 

/A 

1 

UJ 

O 


III 


40 


120 


0 


240 


0 


23.600 + 
40 • Xi 


—30 < Xi < 10 


IV 


100 


75 


1.050 


0 


0 


23.000 + 
100 • X x 


10<Xj <90 


V 


160 


0 


6.200 


0 


600 


17.600 + 
160 • Xi 


90 < Xj < °° 



Den verschiedenen Parameterintervallen von Ax entsprechen Intervalle des Dek- 
kungsbeitrages gx = 110 + Ax von Produkt Pj, die das jeweilige optimale Produk- 
tionsprogramm nicht beeinflussen (Sensitivitatsanalyse). Somit sind optimal: 

(1) Produktionsprogramm II (vgl. Tabelle 45) mit x\ = 0 und X 2 = 140 fiir die 
Stiickdeckungsbeitrage gx < 80 (gx + Ax < 80; gx = 110;Xx ^ —30) bei einem 
Gewinn von G = 22.400. (Aus okonomischen Griinden diirfte Xx = —110 die 
unterste Grenze bereits darstellen, weil ein negativer Deckungsbeitrag im allge- 
meinen auch kurzfristig nicht akzeptiert werden kann.) Das Produktionspro- 
gramm II entspricht dem Eckpunkt A des konvexen Polyeders (Losungsraums) 
gem. Abb. 2. Der angegebene Parameterbereich gibt die zulassige Anderung der 
Steigung der Gewinngeraden an, fur die der Eckpunkt A noch optimal bleibt. 

(2) Produktionsprogramm III (vgl. Tabelle 46) mit xx = 40, X 2 = 120 fiir die Stiick- 
deckungsbeitrage gx von 80 bis 120 (80 <gx + ^ 110; gi = 1 10; — 30 < Ax 

< 10) bei einer Gewinnspanne von G = 23.600 + 40 (—30) = 22.400 bis G = 
23.600 + 40 ? 10 = 24.000. Fiir Xx = 0 stimmt das Produktionsprogramm mit 
dem Endtableau des Ausgangsproblems iiberein (vgl. Tabelle 4). Es entspricht 
Eckpunkt B des konvexen Polyeders gem. Abb. 2. Der angegebene Parameter- 
bereich gibt wiederum die zulassige Anderung der Steigung der Gewinngeraden 
an, fiir die der Eckpunkt B noch optimal bleibt. 

(3) Produktionsprogramm IV (vgl. Tabelle 47) mit xx = 100, X 2 = 75 fiir die Stiick- 
deckungsbeitrage gx von 120 bis 200 (120 < gx + ^ 200; gx = 1 10; 10 < Xx 

< 90) bei einer Gewinnspanne von G = 23.000 + 100 • 10 = 24.000 bis G = 
23.000 + 100 • 90 = 32.000. Das Programm entspricht Eckpunkt C des konve- 
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xen Polyeders gem. Abb. 2. Der angegebene Parameterbereich zeigt wieder die 
zulassige Anderung der Steigung der Gewinngeraden an, fiir die der Eckpunkt C 
noch optimal bleibt. 

(4) Produktionsprogramm V (vgl. Tabelle 48) mit xj = 160, X2 = 0 fiir die Stiick- 
deckungsbeitrage gj > 200 (200 < g 1 + X x ; gi = 1 10; Xj > 90) bei einem Ge- 
winn G ^ 17.600 + 160 • 90 = 32.000. Dieses Pfograrnm entspricht Eckpunkt 
D des zulassigen Losungsraumes gem. Abb. 2. Der ermittelte Parameterbereich 
gibt wieder die zulassige Anderung der Steigung der Gewinngeraden an, fiir die 
der Eckpunkt D noch optimal bleibt. 

Will der Betrieb z.B. einen Gewinn von G = 25.000 Geldeinheiten in der Planperio- 
de erzielen, so miiBte er das Produktionsprogramm IV verwirklichen. Wegen 23.000 
+ 100 • Xi = 25.000 bzw. Xi = 20 wird er den gewiinschten Gewinn aber nur bei 
einem Stiickdeckungsbeitrag von 1 10 + = 1 10 + 20 = 130 Geldeinheiten fiir Pro- 

dukt Pi erzielen. 

Das Beispiel zeigt als wesentliche Merkmale eines linearen parametrischen Pro- 
gramms ( Munstermann , H. t 1969, S. 230): 

(1) Die Zahl der verschiedenen Parameterintervalle ist endlich. 

(2) Die Parameterintervalle sind zusammenhangend, d.h. liickenlos. 

(3) Eine zulassige Basislosung bleibt bis auf die beiden Randintervalle fiir ein ab- 
geschlossenes Parameterintervall optimal. Die beiden Randintervalle schlieften 
den Parameterbereich gegen + 00 und — 00 ab. 

(4) Bis auf die Grenzen ± 00 geben alle iibrigen Grenzen der Parameterbereiche 
Parameterwerte an, fiir die unendlich viele optimale Basislosungen existieren 
konnen. 



2. Variation der Nebenbedingungen 



Fiir Parameter in der Zielfunktion lassen sich mit Hilfe des Simplexkriteriums Para- 
meterintervalle bestimmen, fur die die jeweilige zulassige Basislosung optimal bleibt. 
Werden aber Parameter in den Nebenbedingungen fiir die Elemente der rechten Sei- 
te (bi-Werte, i = 1, 2, . . . , m), also fur die verfiigbaren oder geforderten Kapazitaten 
( Parameter im Begrenzungsvektor) eingefiihrt, so erfolgt die Bestimmung von Para- 
meterbereichen anhand der Nichtnegativitatsbedingung , d.h. die Nichtnegativitats- 
bedingung erlaubt die Bestimmung von Intervallen fiir die bj-Werte, in denen eine 
optimale Basislosung optimal bleibt. Da die Variation von Parametern in den Ne- 
benbedingungen niemals zulassige (nichtoptimale) Basislosungen zu optimalen Ba- 
sislosungen umgestalten kann, geht man jetzt von optimalen Basislosungen aus und 
analysiert, fur welche Parameterbereiche sie optimal bleiben. 

Als Zahlenbeispiel verwenden wir wiederum das obige lineare Programm — Optimie- 
rung eines Produktionsprogramms (vgl. S. 23): 

Maximiere G = 110xi + 160x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 

unter den Nebenbedingungen 
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35xi + 70x2 + X 3 = 9.800 
10 xi + 8 x 2 + X 4 = 1.600 
15xi + 20 x 2 + X 5 = 3.000 
xi, x 2 , x 3 , x 4 , x 5 >0 

Halt man in diesem Beispiei die Begrenzungskapazitat der Faktorgruppe 1 (Werk- 
stoffkapazitat) mit bi = 9.800 Tonnen in der Planperiode fur unsicher (Zahlenbei- 
spiele mit zwei und mehr Parametern im Begrenzungsvektor befinden sich bei 
Joksch, H. C., 1965, S. 116 ff. und Dinkelbach , W. 1969, S. 146 ff.), so erhebt sich 
die Frage, inwieweit Anderungen dieser Kapazitat die optimale Losung beeinflus- 
sen. Durch Zuordnung eines Parameters Mi zur Kapazitat bi entsteht folgender 
Ansatz fur die erste Nebenbedingung: 

35xi + 70x2 + x 3 = 9.800 + Ml 

Das Simplextableau ist um eine Spalte fur die Koeffizienten des Parameters Ml 
sowie um die Spalte B z (zulassige Basislosung) zu erweitern. In dieser Spalte B z 
wird angegeben, fur welche Parameterwerte von Mi die jeweilige Basislosung zulassig 
ist. 

Die ,,Nullosung“ lautet: 



Tabelle 50: Tableau I — Simplex-Ausgangstableau — „Nullosung“ 



X B 


Variablen 


x i 


x 2 


x 3 


x 4 


x 5 


R 

b; 


S 

Ml 


B z 


x 3 


0 


35 


© 


1 


0 


0 


9.800 


1 


fiir Mi ^ — 9.800 


x 4 


0 


10 


8 


0 


1 


0 


1.600 


0 




x 5 


0 


15 


20 


0 


0 


1 


3.000 


0 




z i - 


-gj 


-110 


-160 


0 


0 


0 


G = 0 





Die Parameter Mi beeinflussen die Entscheidungszeile (zj — gj) des Simplextableaus 
nicht. Es konnen also auch keine Mi"Werte existieren, die diese zulassige Basislosung 
optimal werden lassen. Fur Ml ^ — 9.800 ist die Basisvariable x 3 = 9.800 + Ml 
nichtnegativ, die Basislosung mit xi = 0, X 2 = 0, x 3 = 9.800 + Mi> x 4 = 1.600, X 5 = 
3.000 und G = 0 immer zulassig. 

Da negative Schattenpreise vorhanden sind, ist die Losung nicht optimal. Nach Ein- 
fuhrung von X 2 in die Basislosung anstelle von x 3 ergibt sich folgende Losung: 
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Tabelle 51: Tableau II — Losung nach der 1. Iteration 




1 8 2 
Die Basisvariablen X2 = 140 + Ml » x 4 = 480 — — Ml und X5 = 200 — “Ml 

1 8 
nehmen fur 140 + — Ml ^ 0 oder Ml ^ —9.800 bzw. 480 — — Mi ^ 0 oder 

2 

Mi < 4.200 bzw. 200 — yMi ^ 0 oder Ml ^ 700 nichtnegative Werte an. Im Para- 

meterbereich —9.800 < Ml ^ 700 ist mithin die Basislosung xi = 0, X 2 = 140 + 
, x 3 = 0, x 4 = 480 - Ml , x 5 = 200 - y Ml mit G = 22.400 +y Ml 
stets zulassig, aber wegen zi — gi = —30 (negativer Schattenpreis) nicht optimal. 

Die zweite Iteration fiihrt zu folgender Losung: 



Tabelle 52: Tableau III — Losung nach der 2. Iteration 
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Die zulassige Basislosung mit x\ = 40 — — /ij , X2 = 120 + Ml, X3 = 0, X4 = 
16 4 

240 + "j~q Ml » X5 = 0 und G = 2 3.600 + — Mi stellt zugleich eine optimale Losung 
4 3 

dar. Aus 40 - ^ 0 oder Ml ^ 700, 120 + — P\> 0 oder Ml ^ -2.800 

und 240 + —^Mi ^ 0 oder Ml ^ —1.050 laBt sich der Parameterbereich fur Mi er- 

mitteln ( — 1.050 < Ml ^ 700), in welchem diese Basislosung zulassig und optimal 
ist. 

Bei Ml > 700 erhalt xi negative Werte. Diese Basislosung ware dann unzulassig 
(Nichtnegativitatsbedingung). Die Variable x\ ist gegen eine Nichtbasisvariable so 
auszutauschen, daft die neue Basislosung fur Ml ^ 700 optimal ist; dies ermoglicht 
die Nichtbasisvariable X 3 : 

Tabelle 53: Tableau IV - Losung nach der 3. Iteration 



XB 


Variablen 


xi 


X2 


x 3 


x 4 


X 5 


RS 

bi 


Ml 


B z 


x 2 


160 


3/4 


1 


0 


0 


1/20 


150 


0 


Mi >700 


x 4 


0 


4 


0 


0 


1 


-2/5 


400 


0 




x 3 


0 


-35/2 


0 


1 


0 


-7/2 


-700 


1 




z r 


-gj 


10 


0 


0 


0 


8 


G = 24.000 





Die zulassige Losung mit xi = 0, X 2 = 150, X 3 = —700 + Ml, x 4 = 400, X 5 = 0 und 
G = 24.000 ist fur Mi ^ 700 stets optimal. 

Fur Ml < — 2.800 wird entsprechend Simplextableau III (Tabelle 52) die Nichtnega- 
tivitatsbedingung von X 2 verletzt. Tauscht man in Tableau III die Basisvariable X 2 
gegen die Nichtbasisvariable X 5 aus, so bleibt die neue Basislosung fur Mi ^ —4.200 
wiederum optimal (Iteration im Anschluft an Tableau III mit aj 5 = —1/10 als Pivot- 
element) : 
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Tabelle 54: Tableau V — Losung nach der 4. Iteration 




Im Parameterbereich -9.800 < Mi ^ -4.200 ist die Basislosung X! = 280 + — Ml* 

10 3 22 

x 2 = 0, x 3 = 0, x 4 = -1.200 - —Mi, x 5 = -1.200 -yMi mit G = 30.800 + — Mi 

optimal. Dies folgt aus —1.200 — yMi ^ 0 oder Mi ^ —2.800 bzw. —1 .200 — — Ml 

> 0 oder Ml < — 4.200 und 280 + yr Ml ^ 0 oder Mi ^ -9.800 sowie aus den 
nichtnegativen Koeffizienten der Entscheidungszeile. 

Die drei letzten Losungen (Tableau III bis V — vgl. Tabelle 52 bis 54 — ) sind fur die 
Parameterbereiche 



Tableau III: -1.050 < Ml < 700 
Tableau IV: 700 < Ml ^ 00 

Tableau V: -9.800 < Ml < -4.200 

jeweils optimal. 

Weitere Iterationen sind moglich. Z.B. konnte noch die Basisvariable X4 gegen die 
Nichtbasisvariable x 2 oder X3 ausgetauscht werden. 

Mit Hilfe des Simplexkriteriums und der Nichtnegativitatsbedingung lassen sich die 
Rechenregeln des Simplex-Algorithmus mit Erfolg auch zur parametrischen Pro- 
grammierung und Sensitivitatsanalyse bei linearen Programmen einsetzen. Der ge- 
geniiber linearen Programmen zusatzlich anfallende Rechenaufwand halt sich in 
Grenzen, solange die Zahl der Parameter nicht zu groB ausfallt. Bei Verwendung 
von EDV-Anlagen nimmt die Rechenzeit nur unwesentlich zu ( Munstermann , H. t 
1969, S. 235 ;Schreiter, D., 1964, S. 1324). 

Fur das Zahlenbeispiel ergeben sich zusammengefaftt folgende Ergebnisse (Tableau I 
bis V — vgl. Tabellen 50 bis 54 — ): 
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Tabelle 55: Zusammenstellung der Ergebnisse der parametrischen Programmierung und 

Sensitivitatsanalyse — Variation der Nebenbedingungen 
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VII. Weiterfiihrende Probleme der linearen Planungsrechnung 



A. Ganzzahlige Planungsrechnung 



Es gibt eine groBe Zahl von betrieblichen Planungsproblemen, bei denen die zu 
berechnenden Mengen nicht beliebig teilbar sind und somit fur die Variablen ganz- 
zahlige Werte verlangt werden. Dies gilt beispielsweise fur die Investitionsplanung 
(Unteilbarkeit von Projekten und Abhangigkeiten zwischen Projekten), wenn nur 
game Anzahlen von Maschinen und Anlagen zur Disposition stehen (vgl. z.B. 
Schneider , D., 1975, S. 382 ff. ; Laux, H., 1971, S. 51 iUAlbach, H., 1960, S. 526 
ff. ; Hax, H., 1964, S. 430 ff . y Hax, H., 1972, S. 72 ff . y Blohm, H., Liider, K., 1978, 
S. 230 ff., Kilger , W., 1973, S. 131 ff.); fur die personal- und Maschineneinsatzpla- 
nung, wenn nur game Zahlen von Bedienungspersonal und Maschinen fur bestimm- 
te Auftrage oder Projekte eingesetzt werden konnen (Zuordnungsplanung) . Weiter- 
hin gilt dies fur die Standortbestimmung und die Planung von Montageproblemen, 
wenn ganzzahlige Mengenrelationen zwischen den Endprodukten, Baugruppen und 
Einzelteilen bestehen. 

Die Losungen, die sich z.B. fur lineare Probleme mit Hilfe der Simplexmethode er- 
geben, enthalten im allgemeinen nichtganzzahlige Variablenwerte und sind damit 
hinsichtlich der Ganzzahligkeitshedingung nicht zufriedenstellend. Zu den Nebenbe- 
dingungen eines linearen Programmansatzes in Form von Ungleichungen und Glei- 
chungen tritt bei der ganzzahligen Programmierung fur einige (,,gemischt ganzzah- 
lig“ genannt) oder alle Hauptvariablen (Strukturvariablen) die Ganzzahligkeitsbe- 
dingung (ganzzahlige oder diskrete Programmierung). Eine Sondergruppe der ganz- 
zahligen Programmierung bilden die sog. ,,0— l“-Probleme. Hier diirfen die Varia- 
blen mit Ganzzahligkeitsbedingung nur die Werte Null oder Eins annehmen. ,,So 
perfekt die Optimierungsmodelle der ganzzahligen Planungsrechnung auch sein mo- 
gen, leiden sie doch an einem Handicap, durch das sie den Praktikern verleidet wer- 
den. Sie lassen sich namlich, von wenigen Ausnahmen abgesehen, mit wirtschaftlich 
vertretbarem Rechenaufwand nicht mehr losen, sobald sie eine gewisse GroBe iiber- 
schritten haben“ (Muller-Merbach, H., 1973, S. 366). 

Fiir die Bestimmung der optimalen ganzzahligen Losung eines Problems der linearen Program- 
mierung sind spezielle Losungsalgorithmen entwickelt worden. Sie lassen sich in drei Gruppen 
einteilen: Schnitt-Hyperebenen-Verfahren, Branch-and-Bound-Verfahren und heuristische 

Verfahren. 

Auf Gomory geht das Schnitthyperebenen-Verfahren zuriick. Dabei wird durch die Einfuhrung 
von Schnittebenen der urspriingliche Bereich der Restriktionen iterativ eingeengt. Diese Einen- 
gung geschieht mit dem Ziel, die optimale Losung des immer enger begrenzten zulassigen 
Bereichs auf einen ganzzahligen Wert fallt ( Gomory , R. E., 1963, I, S. 269 ff. und 1963, II, 
S. 193 ff.). 

Das von A. H. Land und A. G. Doig veroffentlichte Verfahren versucht ausgehend von der op- 
timalen nichtganzzahligen Losung durch sukzessive Einfuhrung von einzelnen ganzzahligen Wer- 
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ten fur die Variablen die optimale ganzzahlige Losung zu ermitteln (1960, S. 497 ff.). Dieser 
Ansatz, wie auch die ahnlichen Ansatze von Dakin, Balas u.a. {Dakin, R. J., 1963, S. 250 ff.; 
Balas, E., 1965, S. 517 ff.) konnen den Branch-and-Bound-Verfahren zugeordnet werden. 

Die heuristischen Verfahren (Naherungsverfahren) fiihren im allgemeinen nur zu suboptimalen 
ganzzahligen Losungen. Sie haben dafiir den Vorteil von meist kiirzeren Rechenzeiten. 

Die Verfahren und die Anwendung der ganzzahligen Planungsrechnung werden in der Literatur 
eingehend beschrieben (vgl. Piehler, J., 1970; Dantzig, G. B., 1966, S. 583 ff.; Burkard, R. E., 
1972 , Muller-Merbach, H., 1973, S. 366 ff.; Greenberg, H., 1971 ^Hadley, G., 1969, S. 305 ff.; 
Hu, T. C., 1969; Schmitz, P., Schonlein, A., 1978, S. 86 ff., Bol, G., 1980. 

B. Stochastische lineare Planungsrechnung 

Die stochastische lineare Planungsrechnung bietet Ansatze fur solche Planungspro- 
bleme, in deren Zielfunktion oder Nebenbedingungen Koeffizienten mit stochasti- 
schem Charakter auftreten. Stochastische Koeffizienten in der Zielfunktion (z.B. 
bei Preisschwankungen) ermoglichen die Angabe von Wahrscheinlichkeiten dafiir, 
daft einzelne Basislosungen optimal sind. Sind hingegen stochastische Koeffizienten 
in den Nebenbedingungen (z.B. bei Unsicherheit der Absatzmarktlage in den Ab- 
satzrestriktionen) enthalten, lassen sich fur die Zulassigkeit einzelner Basislosungen 
nur Wahrscheinlichkeiten angeben. Wegen der besonderen Problematik der stocha- 
stischen linearen Programmierung wird auf die Spezialliteratur verwiesen (vgl. Char- 
nes, A., Cooper , W. W., 1960, S. 73 ff., Muller, O., 1967, S. 299 ff.; Tintner, G ., 
1965, S. 108 ff., Zimmermann, H.-J., 1971, S. 78 ff. ; Faber, M. M., 1970; Kail, P., 
1968, S. 81 ff. ; Shephard, R. W., 1964, S. 68 ff., Buhler,W., Dick, R., 1972, 
S. 677— 692). Uber die stochastische Programmierung sind bisher nur selten prak- 
tische Anwendungen bekanntgeworden. 



Obungsfragen zu den Abschnitten IV bis VII 

1. Was versteht man unter Dualitat in der linearen Planungsrechnung und was besagt das 
Dualitats theorem? 

2. Welche formalen Verknvipfungen bestehen zwischen Primalproblem und dazugehorigem 
' Dualproblem? 

3. Worin unterscheidet sich die duale Simplexmethode von der primalen Simplexmethode? 

4. Wie lassen sich die Beziehungen zwischen Primal- und dazugehorigem Dualproblem okono- 
misch intcrpretieren? 

5. Welche Ziele konnen mit postoptimalen Rechnungen bei der linearen Planungsrechnung 
verfolgt - erden? 

6. Was versteht man unter parametrischerlinearer Planungsrechnung und Sensitivitatsanalyse? 

7. Wie lassen sich Sensitivitatsanalysen fur Anderungen der Koeffizienten der Zielfunktion 
mit Hilfe der Simplexmethode durchfuhren? 

8. Wozu fiihren Anderungen der Koeffizienten ajj (z.B. der technischen Koeffizienten) eines 
Gleichungs- oder Ungleichungssystems in der linearen Planungsrechnung? 

9. Wie lassen sich Sensitivitatsanalysen fur Anderungen in den verfugbaren oder geforderten 
Kapazitaten (fur Anderungen der Elemente der „rechten Seite“) mit Hilfe der Simplex- 
methode durchfuhren? 

10. Was versteht man unter Ganzzahligkeitsbedingung und welche Probleme bestehen im Hin- 
blick auf deren Beriicksichtigung? 



109 




VIII. Transportmethode 



Es gibt Probleme der linearen Planungsrechnung, zu deren Losung Spezialansatze 
ohne Einsatz der Simplexmethode verwendet werden. Dazu gehoren das Transport- 
problem und das Zuordnungsproblem. 



A. Formulierung und Darstellung des Transportproblems 



Das T ransport problem in einfacher Form liegt vor, wenn es einerseits verschiedene 
Erzeuger, Versandlager oder Angebotsorte als Anbieter i (i = 1, 2, . . . , m) eines 
homogenen Gutes und auf der anderen Seite verschiedene Verbraucher, Beschaf- 
fungslager oder Nachfrageorte als Nachfrager'] (j = 1, 2, . . . , n) nach diesem homo- 
genen Gut auftreten. Beim Transportproblem geht es also um die optimale Vertei- 
lung homogener Gtiter von mehreren Anbietern (oder Angebotsorten) an verschie- 
dene Abnehmer (oder Bedarfsorte). Die angebotenen (verfiigbaren) Mengen werden 
mit aj, die nachgefragten Mengen mit bj bezeichnet. Gefragt ist nach derjenigen Ver- 
teilung der in Betracht kommenden Giiter, bei der die Gesamttransportkosten oder 
die Transportzeit minimiert oder die Transportleistung maximiert wird. Dabei kann 
jeder Anbieter (Angebotsort) grundsatzlich an jeden Nachfrager (Bedarfsort) lie- 
fern. Bei der Transportkostenminimierungsaufgabe sind die Transportstiickkosten 
cjj konstant (lineare Zielfunktion). Mit qj werden die Transportkosten fur die Be- 
forderung einer Mengeneinheit liber die Distanz von i nach j bezeichnet. Die Werte 
qj sind bekannt. Nach Moglichkeit ist die gesamte Angebotsmenge aj bzw. die ge- 
samte Nachfragemenge bj zu befordern. Die Transportplanung soli bestimmen, wel- 
che Nachfrageorte von welchen Angebotsorten mit den Mengen xjj zu beliefern 
sind. Xjj sind die (zunachst unbekannten) Transportmengen von i nach j (Entschei- 
dungsvariablen des Problems). 

Das mathematische Modell weist die gleiche Struktur auf wie die bereits behandel- 
ten Modelle der linearen Planungsrechnung. Das Transportproblem kann in seiner 
mathematischen Struktur als Spezialfall des allgemeinen Problems der linearen Pla- 
nungsrechnung aufgefaftt werden. Es laBt sich daher grundsatzlich auch mit der 
Simplexmethode losen. Auf Grund einiger spezifischer, besonders einfacher Eigen- 
arten des Transportproblems (z.B. Verteilung „homogener“ Giiter, die Koeffizien- 
ten der zu bestimmenden Variablen des Gleichungssystems, welches die Gegeben- 
heiten des Transportproblems wiedergibt, sind samtlich Eins) laftt es sich mit Hilfe 
eines speziellen Transport algorithmus jedoch rationeller losen. Wird zunachst unter- 
stellt, daft die Bedarfsmengen bj den Angebotsmengen aj entsprechen, ergibt sich 
folgender Modellansatz (geschlossenes Transportproblem): 
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Zielfunktion 

Minimiere K = cn xn + Ci2 x \2 + • • • + c ln x ln + 
+ C 21 X 21 + c 22 x 22 + • • • + c 2n x 2n + 



+ c ml x ml + c m2 x m2 + • • • + c mn x mn 

oder mit Summenzeichen 
m n 

Minimiere K = ^ cyxy 

i=l j=l 

unter den Nebenbedingungen 

(1) Angebotsgleichungen: 

n 

^ x ij = q (fiir alle Angebotsorte i = 1, 2, . . . , m) 

j=l 

(2) Nachfragegleichungen: 
m 

^ x ij = bj (fiir alle Nachfrageorte j = 1 , 2, . . . , n) 
i= 1 

(J) Gesamtangebot und Gesamtnachfrage gleichen sich aus: 
m n 

£ ai= Z b i 

i=l j=l 

(Das Transportproblem heiftt geschlossen, wenn sich Gesamtangebot und Ge- 
samtnachfrage ausgleichen. Bei unausgeglichenem Zu stand liegt ein offenes 
Transportproblem vor. Losungsverfahren werden nur fur das geschlossene Pro- 
blem erarbeitet. Die offenen Probleme lassen sich leicht in geschlossene Model- 
le umwandeln (s. S. 130 ff.). 

(4) Da nur nichtnegative Transportmengen moglich sind, gilt schlieftlich die Nicht- 
negativi tatsbedingung : 

x^ ^ 0 (fur alle i und j) 

Die Transportmethode wurde speziell zur Losung komplizierter Transportprobleme 
— wie z.B. die optimale Verteilung von Schiffstonnage von Hafen mit Angebot an 
ungenutzter Tonnage an Hafen mit Bedarf an leerem Schiffsraum — entwickelt. In 
erster Linie ging es also bei der Entwicklung der Transportmethode um die Losung 
praktischer Fragestellungen. Ein beriihmtes Anwendungsbeispiel der Transportme- 
thode ,,stellt beispielsweise die Luftbriickenoperation fiir die Belieferung der Stadt 
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Berlin zur Zeit der russischen Blockade dar“ ( Dorfman , R., u.a., 1958, S. 121 f.). Es 
hat sich gezeigt, daft die ,,Transport“-methode in ihrer Verwendbarkeit viel univer- 
seller ist, als ihr Name vermuten laBt. 

Die Transportmethode ist — wie die Simplexmethode — ein Iterationsverfahren , das 
— von einer zulassigen Ausgangslosung ausgehend — schrittweise die Optimierung 
des linearen Programmierungsproblems anstrebt. Dabei bedient man sich der Dar- 
stellungsform eines Matrixtableaus. 

Die folgende Transportmengenmatrix ist Teil der Darstellung des Transportpro- 
blems: 




Zeilenweise gelesen, enthalt die Transportmengenmatrix die Angebotsgleichungen 
der Nebenbedingungen: die Lieferungen a, der Angebotsorte i (i = 1,2,..., m), 
aufgegliedert nach den Transportmengen xjj, an die Bedarfsorte j (j = 1, 2, . . . , n): 



*11 + *12 + • • • + x lj + • • • + x ln = a l 

X 21 + x 22 + • • • + x 2j + • • + x 2n = a 2 

x ml + x m2 + • • • + x mj + • • • + x mn“ a m 



Spaltenweise gelesen, enthalt sie die Bedarfsgleichungen der Nebenbedingungen : die 
Beziige bj der Bedarfsorte j (j = 1, 2, ...» n), aufgegliedert nach den Transport- 
mengen xy, von den Angebotsorten i (i = 1, 2, . . . , m): 

X 11 + X 21 + • • • + x il + • • • + x ml = b l 
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Xi2 + x 2 2 + • • • + Xj 2 + • • • + x m2 = b 2 



x ln + x 2n + • • • + X, n + . . . + X mn - b n 

Die Kosten C{j je transportierter Mengeneinheit von Angebotsort i an Bedarfsort j 
werden in der sog. Einheits-Transportkosten-Matrix dargestellt: 



Tabelle 57: Tableau 11 — Einheits-Transportkosten-Matrix 




Die rechnerische Behandlung des Transportproblems nach der Transportmethode ist 
in einem Tableau organisiert, welches beide Matrizen vereinigt: 



Tabelle 58: Tableau III — Matrix der Transportmethode 



^\nach j 
von i 


1 


2 




n 


Angebotsmengen 

a i 


1 




cn 




c 12 






c ln 


a l 


*11 




X 12 




x ln 




2 




C 21 




c 22 






c 2n 


a 2 


*21 




X22 




x 2n 
















m 




c m 1 




c m2 






c mn 


a m 


Xml 




x m2 




x mn 


Bedarfsmengen 
bj 1 


— 

bi 


b 2 




bn 


m n 

I aj = Z b; 
i=l j=l 
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Die Groften qj, aj und bj bleiben bei der Tableauberechnung (bei den Rechenschrit- 
ten nach der Transportmethode) unverandert, wahrend die Losungselemente Xjj 
(Entscheidungsvariablen) in Iterationen so verandert werden, daft die Zielfunktion 
m n 

k = X X c ‘j x ‘j 

i=l j=l 

ein Minimum wird. Dabei sind zulassige Losungen Basislosungen des Systems von 
Nebenbedingungsgleichungen. Wie man zeigen kann, sind n + m — 1 Nebenbedin- 
gungsgleichungen des Transportproblems unabhangig (vgl. z.B. Kreko, B., 1970, S. 
18 ff.), so daft Basislosungen — also auch die optimale Losung — immer hochstens 
n + m — 1 von Null verschiedene Variablenwerte umfassen. 



B. Rechenprozeft (Losungsverfahren) 



Das Losungsverfahren der Transportmethode soli anhand des folgenden Zahlenbei- 
spiels erortert werden: 

Der Vertriebsleiter eines Industrieunternehmens, das 3 Fabriken (Angebotsorte i = 
1, 2, 3,) und 4 Auslieferungslager an geographisch verschiedenen Orten (Bedarfsorte 
j = 1, 2, 3, 4) besitzt, hat die Aufgabe zu losen, wie die Fertigungskapazitaten aj der 
verschiedenen Fabriken auf die verschiedenen Marktgebiete (Bedarfsorte) verteilt 
werden sollen. Wir gehen von einer festen Planperiode (Zeitabschnitt ZA) aus und 
nehmen an, daft der Ausstoft jeder Fabrik und der Bedarf der einzelnen Auslie- 
ferungslager dem Vertriebsleiter bekannt sind. Das Problem besteht darin, welche 
Mengen xjj des homogenen Gutes (z.B. Mineralol) von welchen Fabriken i an 
welche Auslieferungslager j transportiert werden sollen, damit die Gesamttransport- 
kosten (wahrend dieser festen Planperiode) minimal sind. 

Tabelle 59: Produktionsmengen der 3 Fabriken (in geeigneten Mengeneinheiten (ME) ausge- 
driickt): 



Fabrik 1 


ai = 150ME/ZA 


Fabrik 2 


a 2 = 30 ME/ZA 


Fabrik 3 


a 3 = 120 ME/ZA 




3 




V aj = 300 ME/ZA 




L~j 

i= 1 



114 




Tabelle 60: Bcdarf der 4 Lagerhauser in ME/ZA: 



Auslieferungslager 1 


bi= 80 ME/ZA 


Auslieferungslager 2 


b 2 = 30 ME/ZA 


Auslieferungslager 3 


b 3 = 60 ME/ZA 


Auslieferungslager 4 


b 4 = 130 ME/ZA 




4 

^ bj = 300 ME/ZA 




j=l 



Die Transportkosten qj fur den Transport einer ME von Fabrik i an Auslieferungs- 
lager j ergeben sich aus nachstehender Einheits-Transportkosten-Matrix in Geldein- 
heiten (GE) je ME: 



Tabelle 61: Einheits-Transportkosten-Matrix 



nach j 


1 


2 


3 


4 


von i 










1 


34 


23 


30 


22 


2 


40 


41 


47 


28 


3 


28 


26 


38 


21 



Das lineare Programmierungsmodell zu diesem Beispiel lautet: 
Zielfunktion: 

Minimiere K = 34 + 23 x \2 + 30 X 13 + 22 X 14 + 

+ 40 X 21 + 41 X 22 + 47 X 23 + 28 X 24 + 

+ 28 X 31 + 26 X 32 + 38 x 33 +21 X 34 
unter den Nebenbedingungen: 

(1) Angebotsgleichungen 

X 11 + X 12 + X 13 + X 14 = 150 
X 21 + X 21 + x 23 + x 24 = 30 
X 31 + X 31 + x 32 + x 34 = 120 

(2) Bedarfsgleichungen 

X 11 + X 21 + X 31 = 80 
x 12 + x 22 + x 32 = 30 
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x 13 + x 23 + x 33 = 60 
X14 + X24 + X34 = 130 

(3) Nichtnegativitatsbedingung 
Xij > 0 (fur alle i und j) 

Die Nebenbedingungen unter (1) und (2) bilden ein inhomogenes Gleichungssystem 
mit 7 Gleichungen (3 Angebotsgleichungen und 4 Bedarfsgleichungen) und 12 
Unbekannten (5 Freiheitsgrade). Die nichtnegativen Losungen des Gleichungssy- 
stems bilden die Gesamtheit der z ulassigen Programme (zulassiger Losungsbereich), 
aus der eine (oder mehrere gleichwertige) Losung(en) so ausgewahlt werden muft 
(miissen), daft deren Transportkosten ein Minimum darstellen. 

Ein Weg, um die Unbekannten zu bestimmen, ware das Probieren. Bei einer so einfa- 
chen Aufgabe wie der obigen ware dies sicherlich noch ein gangbarer Weg. Unser 
Ziel ist es aber, eine allgemein anwendbare Methode zu demonstrieren, die sich auch 
bei umfangreicheren Problemen bewahrt. Bei z.B. 20 Fabriken und 40 Lagerhausern 
wiirde das Gleichungssystem bereits aus 60 Gleichungen mit 800 Unbekannten be- 
stehen. Probieren wiirde hier also kaum noch zum Ziel fiihren konnen. 



1. Bestimmung einer zuldssigen Ausgangslosung 

Es gibt verschiedene Verfahren zur Bestimmung einer ersten zuldssigen Ausgangs- 
losung , die Basislosung des Systems von Nebenbedingungsgleichungen ist (Gass, 
S. J., 1964, S. 140 ff., dort ist auch in allgemeiner Form die Konstruktion einer 
Basislosung dargestellt.). Die mit Hilfe der verschiedenen Verfahren erzielbaren zu- 
lassigen Losungen unterscheiden sich hinsichtlich ihrer Nahe zur Optimallosung und 
damit hinsichtlich der notwendigen Iterationen bis zur optimalen Losung. 



a) Nord-West-Ecken-Verfahren 

Das „Nord-West-Ecken-Verfahren“ gehort zu den einfachsten Verfahren, eine zu- 
lassige Ausgangslosung zu bestimmen. Man beginnt von den Entscheidungsvaria- 
blen Xij mit dem Element x^ der Transportmatrix und belegt es mit der maximal 
zuldssigen Menge. Entweder gilt x^ = bj, wenn bj < aj, oder x^ = a^ , wenn 
a l ^ t> 1 ist. In unserem Zahlenbeispiel ist = 80 = bj. 

Ist x\\ = bj , wird der Index j um eins erhoht und man geht iiber zur Variablen xj2> 
die mit der maximal zulassigen Menge belegt wird. Ist hingegen x^ = wird der 
Index i um eins erhoht und die Variable X 21 mit der maximal zulassigen Menge be- 
legt. Diese Vorgehensweise wird fortgesetzt, bis die Summe der den Variablen zu- 
gewiesenen Mengen gleich der gesamten Transportmenge ist. Man beginnt also in 
dem Feld i = 1 und j = 1 mit x\\ der Transportmengenmatrix (= ,,Nord-West- 
Ecke“) und fiihrt die Mengenzuweisung fortschreitend bis zum Feld i = m und j = n 
mit x mn der Transportmengenmatrix (= ,,Siid-Ost-Ecke“) durch. 
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Fur das Zahlenbeispiel ergibt sich folgende erste zulassige Losung nach dem Nord- 
West-Ecken-Verfahren: 



Tabelle 62: Zulassige Ausgangslosung nach Nord-West-Ecken-Verfahren 



nach j 


1 


2 


3 


4 


Angebotsmengen 


von i 










a i 


1 


80 (1) 


30<2> 


40(3) 




150 


2 






20< 4 > 


10< 5) 


30 


3 








120< 6 > 


120 


Bedarfsmengen bj 


80 


30 


60 


130 


300 



Die hochgestellten Markierungsziffern in Klammern geben die Reihenfolge bei der 
Besetzung an. Die zulassige Losung lautet: 

Xll = 80; XJ2 = 30; X13 = 40; X 14 = 0; X 21 = 0; X 22 = 0; 

X23 = 20; X 2 4 = 10; X 31 = 0; X 32 = 0; X 33 = 0; X 34 = 120 

Es sind also m + n — 1 = 3 + 4 — 1 = 6 Felder (Variablen) belegt (besetzt) worden. 
Die besetzten Felder (mit xjj > 0) werden „B-Felder“ genannt. Die unbesetzten 
(leeren) Felder (mit Xjj = 0) werden ,,L-Felder“ genannt. Die Transportkosten die- 
ser Losung konnen mit Hilfe der Einheits-Transportkosten-Matrix ermittelt werden 
(vgl. Tabelle 61): 

K = 34 • 80 + 23 • 30 + 30 • 40 + 47 • 20 + 28 • 10 + 21 • 120 
K = 8.350 

Das Nord-West-Ecken-Verfahren fuhrt zu einer ersten zulassigen Ausgangslosung. 
Bei diesem Verfahren geht man allerdings willkiirlich vor und laftt die Zielfunktion 
vollig aufter acht. Das Nord-West-Ecken-Verfahren ist zwar einfach zu handhaben, 
doch zeigt sich im Vergleich zu anderen Verfahren, daft die Ausgangsposition (in 
Bezug auf das Optimierungsziel) einer Losung nach dem Nord-West-Ecken-Verfah- 
ren in der Regel sehr ungiinstig ist. 

b) Heuristische Verfahren zur Bestimmung einer „guten“ zulassigen Ausgangslosung 
aa) Matrixminimum- oder Matrixmaximumverfahren 

Das Matrixminimumverfahren (bei Minimierungsproblemen) folgt dem Prinzip des 
besten Nachfolgers. Man sucht zunachst das Feld in einer ,, Matrix der Transport- 
methode“ mit dem kleinsten Einheits-Transportkosten-Element (= kostengiinstig- 
stes Feld der Gesamtmatrix) und belegt es mit der maximal zulassigen Menge. Man 
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sucht dann das kostengiinstigste Feld der Restmatrix und ordnet diesem Feld die 
grofttmogliche Menge zu usw. bis alle Mengen zugeordnet sind. Das Matrixminimum- 
oder Matrixmaximumverfahren wird auch als ,,Verfahren der aufsteigenden Indizes“ 
bezeichnet ( Bloech , J., 1974, S. 182). Die zulassige Ausgangslosung nach demMa- 
trixminimumverfahren fur das Zahlenbeispiel lautet: 



Tabelle 63: Zulassige Ausgangslosung nach Matrixminimumverfahren 
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Die hochgestellten Markierungsziffern geben wieder die Reihenfolge bei der Beset- 
zung an. Die Transportkosten dieser Losung betragen*. 

K = 34 • 50 + 23 • 30 + 30 • 60 + 22 • 10 + 40 • 30 + 21 • 120 
K= 8.130 



bb) Zeilenfolge- oder Spaltenfolgeverfahren 

Ahnlich wie das Matrixminimum- oder Matrixmaximumverfahren geht das Zeilen- 
Spalten-Sukzessionsverfahren (Zeilenfolge- oder Spaltenfolgeverfahren) vor. Hier be- 
ginnt man mit der Mengenzuordnung im kostengiinstigsten Feld der ersten Zeile 
(bzw. Spalte) und ordnet die maximal zulassige Menge zu. Das ist im Zahlen- 
beispiel das Feld i = 1, j = 4 mit X 14 = 130. Da die Zeile (bzw. Spalte) noch eine 
Restmenge enthalt, wird das nachstgiinstigste Feld der Zeile (bzw. Spalte) gesucht 
und wiederum mit der groGtmoglichen Menge belegt. Das ist im Zahlenbeispiel 
x \2 = 20 . Dann wird in der zweiten Zeile (bzw. Spalte) das kostengiinstigste Feld 
aus den Spalten (bzw. Zeilen), die noch einen Bedarf (bzw. ein Angebot) aufweisen, 
aufgesucht und mit der groBtmoglichen Menge belegt. Im Beispiel ist das x 2 i = 30. 
Da damit im Beispiel das Angebot der 2. Zeile erfullt ist, wird aus der dritten Zeile 
das kostengiinstigste Feld aus den Spalten ausgesucht, die noch Bedarf aufweisen, 
und mit der grofttmoglichen Menge belegt: x 32 = 10 ; x 31 = 50; x 33 = 60. 

Es ergibt sich folgende Ausgangsmatrix: 
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Tabelle 64: Zulassige Ausgangslosung nach Zeilenfolgeverfahren 




Die hochgestellten Markierungsziffern geben wieder die Reihenfolge bei der 
Belegung an. Die Transportkosten dieser Losung betragen: 

K = 23 • 20 + 22 • 130 + 40 • 30 + 28 • 50 + 26 • 10 + 38 • 60 
K = 8.460 

Die bisher behandelten Verfahren haben den gleichen Nachteil: der anfanglich hohe 
Freiheitsgrad wird immer mehr eingeschrankt, so daft trotz guten Beginns am Ende 
oft sehr ungiinstige Zuordnungen hingenommen werden miissen (Das gleiche gilt 
iibrigens auch fur das Prinzip des besten Nachfolgers beim „Traveling Salesman Pro- 
blem“). Dieser Nachteil tritt bei einem von Vogel ( Reinfeld , N. V., Vogel , W. R., 
1958) entwickelten Verfahren nicht oder nur in geringerem Mafte auf. 

cc) Vogel's Approximations-Methode 

Bei Vogel's Approximations-Methode (VAM) werden fur jede Zeile und Spalte der 
Einheits-Transportkosten-Matrix die Kostendifferenzen zwischen dem zweitgiinstig- 
sten und dem gvinstigsten Kostenelement gebildet. Dann wird in der Zeile oder 
Spalte mit der maximalen Differenz dem Feld mit dem giinstigsten Kostenelement 
die grofttmogliche Menge zugeordnet. Anschlieftend wird diese Vorgehensweise fur 
die verbleibenden Zeilen und Spalten wiederholt, bis alie Mengen zugeordnet sind. 
Nach VAM erhalt man fur das Zahlenbeispiel folgende zulassige Losung: 
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Tabelle 65: Zulassige Ausgangslosung nach VAM 
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Die hochgestellten Markierungsziffern geben wieder die Reihenfolge bei der Bele- 
gung an. Die gebildeten Kostendifferenzen der Zeilen und Spalten zeigen, daft das 
Kostenelement C 24 = 28 des Feldes i = 2 und j = 4 an der Bildung der groBten Ko- 
stendifferenz mit C 21 — C 24 = 40 — 28 = 12 beteiligt ist. X 24 ist mithin die maximal 
zulassige Menge (X 24 = 30) zuzuordnen. Fur die Restmatrix sind wiederum die Ko- 
stendifferenzen fur alle Zeilen und Spalten zu bilden. Das Kostenelement C 13 = 30 
ist jetzt an der groBten Differenz beteiligt. Entsprechend ist X 13 die groBtmogliche 
Menge zuzuordnen: x 13 = 60. Von der verbleibenden Restmatrix ist c 31 = 28 an 
der groBten Differenz beteilig. x 31 wird mit 80 belegt usw. Die Transportkosten der 
Losung nach VAM betragen: 

K = 23 • 30 + 30 • 60 + 22 • 60 + 28 • 30 + 28 • 80 + 21 • 40 
K = 7.730 

Dieses Verfahren hat den Vorzug, daB nicht die absoluten Kosten fur die Zuteilun- 
gen maBgebend sind, sondern durch die Differenzenbildung Abhangigkeiten in der 
Kostenstruktur des Transportproblems beriicksichtigt werden. Vogel’s Approxima- 
tionsmethode fiihrt im allgemeinen zu sehr guten Ausgangslosungen, die nahe an das 
Optimum herankommen (in diesem Beispiel ist die ermittelte Ausgangslosung be- 
reits die Optimallosung; s. S. 127. Dieser Tatbestand ist jedoch nicht zwingend). 
Allerdings ist der Aufwand zur Ermittlung der Ausgangslosung schon relativ hoch. 
Es gibt verschiedene andere Ansatze zur Ermittlung einer zulassigen Ausgangslosung 
— z. B. die Methode der Umformung der Einheits-Transportkosten-Matrix 
(Kreko, B., 1970, S. 16 ff.), die Frequenzmethode von J. Habr (1961, S. 1069 ff.) 
oder voroptimierende Verfahren ( Muller-Merbach , H., 1973, S. 312 f.) — . 
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2. Problem der Degeneration 



Bei der Bestimmung einer zulassigen Losung kann der Fall auftreten, daft die Sum- 
me der belegten Mengen zwar gleich der gesamten Transportmenge ist, jedoch die 
Anzahl der belegten Elemente (Felder) die Zahl m + n — 1 nicht erreicht. In diesem 
Fall liegt Degeneration (Entartung) vor. Das noch darzustellende Iterationsverfah- 
ren der Transportmethode versagt bei ,,degenerierten“ (entarteten) Problemen. Es 
gibt jedoch ein einfaches Mittel, umdie Degeneration zu beheben. Dazu sind so viele 
freie Elemente (L-Felder) mit Null als Basisvariable zu belegen, bis die Zahl der 
belegten Elemente (= Basisvariablen) gleich m + n — 1 ist. Auch diese mit Null be- 
legten Elemente xjj reprasentieren also Basisvariablen. 

Zur Belegung mit Null sind solche freien Elemente auszuwahlen, die gewahrleisten, 
daft nach erfolgter Belegung kein Element als einziges in einer Zeile und Spalte be- 
legt ist. Zahlenbeispiel: 



Tabelle 66: Degenerierte Losung 
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x 22 = ist das einzige Element, das in der Zeile 2 und Spalte 2 belegt ist. Das 
Problem ist degeneriert. In der Mengenmatrix ist z.B. das Mengenelement x\2 mit 
Null zu belegen. Zur Auswahl stehen die freien Elemente (L-Felder) x\ 2 > * 21 , x 23> 
X24 und X 32 (nicht hingegen X31 und X33). Die Auswahl des Elementes, das mit 
einer Null eine Basisvariable reprasentieren soil, kann durch einen Zufallsmechanis- 
mus erfolgen. 

3. Iterationsprozefi der Transportmethode 

Durch den Iterationsprozefi der Transportmethode wird eine Folge von zulassigen 
Losungen erzeugt, bei denen die Gesamttransportkosten stets abnehmen, bis das 
Kostenminimum (Optimallosung) erreicht ist. 

Zur Bestimmung der optimalen Losung des Transportproblems ist eine Reihe von 
Methoden entwickelt worden. We it verbreitet ist die modifizierte Distributions- 
methode (auch MODI-Methode, UV-Methode oder Methode der Potentiale ge- 
nannt) und die Stepping-Stone-Methode. 

Sowohl die MODI-Methode als auch die Stepping-Stone-Methode bauen auf dem 
Tatbestand auf, daft die optimale Losung auch eine Basislosung sein muft. 
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a) Modifizierte Distributionsmethode (MODI-Methode) 

Die MODI-Methode besteht entsprechend der Simplexmethode aus: 

(1) der Priifung einer zulassigen Losung auf Optimalitat, 

(2) der Auswahl einer in die Basislosung einzufuhrenden Nichtbasisvariablen, 

(3) dem Variablentausch. 

Zur Priifung auf Optimalitat dienen die Opportunitatskosten. Fur die (von Null 
verschiedenen) Basisvariablen x- werden im ersten Schritt die Potentiale Uj und v- 
berechnet: 



Vj = qj ~ Uj 

D.h. die u-Werte fur die Zeilen und v-Werte fur die Spalten werden so festgelegt, 
daft fur die besetzten Felder (B-Felder) der zulassigen Losung der Bedingung uj + 
vj = Cjj geniigt wird. Das ist bei nichtdegenerierten Losungen immer eindeutig 
erreichbar, wenn ein Potential (u- oder v-Wert) frei gewahlt wird. In der Regel wird 
ui = 0 gesetzt. Aus rechentechnischen Griinden ist es zweckmaftig, die Potentiale als 
zusatzliche Spalte uj und Zeile vj der Transportmatrix hinzuzufiigen. An unserem 
Zahlenbeispiel wird die Bildung der Potentiale demonstriert (zulassige Ausgangs- 
losung nach Matrixminimumverfahren, vgl. Tabelle 63, S. 118): 



Tabelle 67: Bildung der Potentiale u\ und vj 



nach j 


1 


2 


3 


4 


a i 


von i 




34 


23 


30 


22 










34 




23 




30 




22 




1 


0 


50 




30 


60 




10 




150 








40 




41 




47 




28 




2 


6 


30 
















30 








28 




26 




38 




21 




3 


-1 














120 


120 


b i 


80 


30 


60 


130 


300 



Das System von Gleichungen, in dem die qj der besetzten Felder (Basisvariablen) 
durch die uj- und die vj-Werte ausgedriickt werden, besteht aus sechs Gleichungen 
mit sieben Unbekannten. Die willkiirliche (freie) Festlegung einer Unbekannten 
(gewohnlich wird uj = 0 gesetzt) fiihrt also zu einem Gleichungssystem, in dem die 
verbleibenden sechs Unbekannten durch einfache Elimination berechnet werden 
konnen. 

Nebenrechnung (fiir die cjj kommen nur die besetzten Felder in Frage): 
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ui = 0 (frci gewahlt) 



Vj = c n — Uj = 34 - 0 = 34 V 4 = c 14 — Uj = 22 — 0 = 22 

v 2 = c i 2 ~ u i = 23 - 0 = 23 u 2 = c 21 - v x = 40 - 34 = 6 

v 3 = c i 3 ~ u i = 3° - 0 = 30 u 3 = c 34 - v 4 = 21 - 22 = - 1 

Den Zeilen und Spalten der zulassigen — auf Optimalitat hin zu priifenden — Lo- 
sung werden also die Potentiale (uj- bzw. vj-Werte) zugeordnet. Zu jedem Element 
der Kostenmatrix gehoren also zwei Potentiale, ein Zeilenpotential u\ und ein Spal- 
tenpotential vj. Diese Potentiale werden — wie bereits dargelegt — so bestimmt, daft 
die Summe der Potentiale, die zu einem besetzten Kostenelement qj gehoren, gleich 
dem betreffenden Kostenelement qj sind. 

Fur die nicht besetzten Elemente x- (Nichtbasisvariablen; L-Felder) werden im 
zweiten Schritt die Opportunitatskosten ocjj ermittelt. Aus den Potentialen werden 
zunachst die Zjj-Werte gebildet: z— = Uj + Vj. Die Differenzen c ij~ z ij sind die oc * 
Werte fiir die Nichtbasisvariablen (Nullvariablen) (L-Felder): oqj = c— — z- . Die 
Opportunitatskosten ocy der Nichtbasisvariablen sind also die Differenzen aus den 
Einheits-Transportkosten der Nichtbasisvariablen und den z^-Werten. Diese Diffe- 
renzen ( Opportunitatskosten , Schattenpreise) geben Auskunft iiber die Optimalitat 
der vorliegenden Basislosung. Sind alle Differenzen (c— — z— ) ^ 0, so liegt die 
optimale Losung vor. Existieren noch negative Differenzen (c- — Zy) <0, so sind 
noch Verbesserungen moglich, die Optimallosung ist noch nicht erreicht (= ,,Trans- 
portkriterium“). In der Matrix der Transportmethode werden die Opportunitats- 
kosten oc- links unten in die entsprechenden Felder der Nichtbasisvariablen 
(,,L-Felder“) eingetragen. Fiir das Zahlenbeispiel ergeben sich folgende oc-Werte 
(ausgehend von der zulassigen Ausgangslosung nach Matrixminimumverfahren, vgl. 
Tabelle 63, S. 118): 



Tabelle 68: Matrix der Transportmethode mit Potentialen uj, vj und Opportunitatskosten oqj 
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Die negativen Werte der Opportunitatskosten zeigen an, daft das Optimum noch 
nicht vorliegt. Sie geben an, um wieviel sich die Transportkosten vermindern, wenn 
das zugehorige Mengenelement xjj (Nichtbasisvariable) mit einer Einbeit belegt 
wird. Entsprechend der , .Steepest Unit Ascent" -Version der Simplexmethode wird 
auch bei der Transportmethode diejenige Nichtbasisvariable fur die Aufnahme in die 
Losung ausgewahlt, die den groftten Zielfunktionsbeitrag pro Mengeneinheit er- 
bringt. Von alien negativen Werten der Opportunitatskosten oqj wird also der mini- 
male ausgewahlt. Die zugehorige Nichtbasisvariable wird mit einem noch zu bestim- 
menden Wert in die Basislosung aufgenommen. Die Aufnahme einer Nichtbasis- 
variablen in die Basislosung bedeutet die Belegung des zugehorigen freien Feldes 
(L-Feldes) in der Transportmengenmatrix und zugleich das Ausscheiden einer bis- 
herigen Basisvariablen. Durch die Besetzung eines L-Feldes muft ein bisher besetztes 
Feld (B-Feld) frei werden (m + n — 1 Basisvariablen). Dariiber hinaus hat der Aus- 
tausch der Variablen zur Losungsverbesserung so zu erfolgen, daft keine der Be- 
schrankungen aj bzw. bj verletzt wird, d.h. die Angebots- und Nachfragegleichungen 
miissen weiterhin erfullt bleiben. 

Im Zahlenbeispiel ist X31 die Nichtbasisvariable mit dem minimalen oc-Wert (0C31 = 
— 5). Die Nichtbasisvariable X31 ist also in die Losung aufzunehmen, d.h. in der er- 
sten Iteration (Verbesserungsschritt) ist das Feld i = 3 und j = 1 mit Mengeneinhei- 
ten zu belegen. Wird das Feld i = 3 und j = 1 mit dem Wert A belegt (X31 = A), so 
muft in der gleichen Zeile (i = 3) ein belegtes Feld um A vermindert werden. Im BeL 
spiel ist dies das Feld i = 3 und j = 4 (mit X34 = 120 — A). Dies ist notwendig, damit 
die dritte Zeilengleichung wieder erfullt ist. Diese Verminderung hat eine Vermeh- 
rung eines anderen B-Feldes zur Folge und so weiter, bis als letztes ein B-Feld in der 
gleichen Spalte, in welcher der Zyklus (auch Kreis genannt) durch Neubelegung be- 
gann, um A verringert wird. Der Zyklus kann natvirlich auch in umgekehrter Reihen- 
folge durchlaufen werden. Zu bemerken ist, daft ausgehend von einem L-Feld — also 
einer Nichtbasisvariablen, die wegen eines negativen oc-Wertes in die Losung einge- 
fuhrt werden soil — man bei diesem Zyklus zum selben Element mit einer ,,Turm- 
bewegung“ (nach der Gangart des Turms beim Schachspiel) zuriickkehrt, indem 
man die Richtung immer bei einem B-Feld wechselt ( Kreko , B ., 1970, S. 22). Bei 
dem damit gewonnenen geschlossenen Weg werden also nur — abgesehen von dem 
Ausgangsfeld (Nichtbasisvariable, die in die Losung aufgenommen werden soli) — 
B-Felder tangiert. 

Dieser Weg der Transportmengenanderungen in der Transportmatrix wird auch 
„Polygonzug“ genannt. Es laftt sich zeigen, daft es fur jedes L-Feld einen einzigen 
zusammenhangenden Polygonzug gibt ( Bloecb , J ., 1974, S. 186). Entlang der Ecken 
des geschlossenen Weges wechselt das Vorzeichen fur A alternierend. 

Im Zahlenbeispiel haben folgende Transportmengenanderungen zu erfolgen (vgl. 
Tabelle 68): 

X31 = + A; X34 = 120 — A; X14 = 10 + A; X\\ = 50 — A 
Welchen Wert soli nun A annehmen? 

Da die Opportunitatskosten der in die Basislosung aufzunehmenden Variablen an- 
geben, um wieviel sich die Transportkosten vermindern, wenn die zugehorige Va- 
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riable mit einer Mengeneinheit belegt wird, hat A den grofttmoglichen Wert anzu- 
nehmen. A kann so groB wie das kleinste Eckelement des geschlossenen Weges sein, 
von dem A abgezogen wird ( Nichtnegativitatsbedingung ). An die Stelle dieses klein- 
sten zu vermindernden Eckelementes des Zyklus tritt ein freies Feld (L-Feld), die 
entsprechende Variable wird zur Nichtbasisvariablen. Auf diese Weise wird die 
Variable bestimmt , die aus der Losung auszuscheiden hat , d.h. zur Nullvariablen 
wird. 

Im Zahlenbeispiel ist x n die neue Nichtbasisvariable (Nullvariable) und A = 50. 
In der ersten Iteration wird also x 31 mit 50 ME in die Losung aufgenommen und 
xn aus der Basislosung eliminiert (Austausch von gegen X31). Die Verbesse- 
rung einer Iteration betragt jeweils oqj • A (oqj = Opportunitatskosten, die zur 
Nichtbasisvariablen gehoren, die in die Losung eingefuhrt, d.h. belegt werden soil). 
Im Beispiel belauft sich die Transportkostenminderung der ersten Iteration auf 
oc 31 • A = (-5) * 50 = - 250. 

Diese Transportkostenanderung laftt sich auch wie folgt errechnen: 

Kostenzunahme: X 13 um 50 ME mit 28 GE/ME = 1.400 

xj 4 um 50 ME mit 22 GE/ME = 1,100 

+ 2.500 



Kostenabnahme: xj \ um 50 ME mit 34 GE/ME = 1.700 

xj 4 um 50 ME mit 21 GE/ME = 1.050 

- 2.750 

Kostenminderung per Saldo — 250 

Nachdem die Transportkosten der zulassigen Ausgangslosung nach Matrixminimum- 
verfahren Kj = 8.130 (Geldeinheiten (GE) betragen (vgl. Tabelle 63, S. 118), redu- 
zieren sich diese nach der ersten Iteration auf: 

K 2 = Ki + 0C3 j • A = 8.130 - 250 

K 2 = 7.880 

Die neue Transportmatrix nach der ersten Verbesserung lautet: 
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Tabelle 69: Matrix der Transportmethode nach der ersten Iteration (mit Potentialen uj, vj und 
Opportunitatskosten oqj) 
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Die Transportkosten dieser zulassigen Losung nach der ersten Iteration betragen: 

K 2 = 30 • 23 + 60 • 30 + 60 • 22 + 30 • 40 + 50 • 28 + 70 • 21 

K 2 = 7.880 

Da ein oc-Wert noch negativ ist (oc 24 = —5), liegt die optimale Losung noch nicht 
vor. Das freie Element x 24 ist zu belegen, um eine weitere Verbesserung zu errei- 
chen. Der geschlossene Zyklus ist in der obigen Matrix (Tabelle 69) markiert. A ist 
30 ME. Die seitherige Nichtbasisvariable x 24 wird mit 30 ME in die Losung einge- 
fiihrt und dafur wird x 21 aus der Losung herausgenommen. Folgende Mengenan- 
derungen haben in der zweiten Iteration zu erfolgen: 

x 24 = + 30, x 21 = 30 — 30, x 31 = 50 + 30, x 34 = 70 - 30 

Die Transportkostenminderung der zweiten Iteration belauft sich auf oc 24 * A = 
(—5) * 30 = —150. Die Transportkosten nach der zweiten Iteration betragen: 

K 3 = K 2 + oc 24 • A = 7.880 - 150 

K 3 - 7.730 

Die neue Transportmatrix nach der zweiten Verbesserung (Iteration) lautet: 
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Tabelle 70: Matrix der Transportmethode nach der zweiten Iteration 

(mit Potentialen uj, vj und Opportunitatskosten oqj) — Optimalldsung 




Da alle Opportunitatskosten nichtnegativ sind (oqj > 0), ist die optimale (trans- 
port kostenminimale) Losung erreicht. Die minimalen Transportkosten betragen: 



K 3 = 30 • 23 + 60 • 30 + 60 • 22 + 30 • 28 + 80 • 28 + 40 • 21 
K 3 = 7.730 

Der optimale Transportplan lautet: 

Fabrik 1 liefert an Auslieferungslager 2 30 ME ( x \2 = 30) 

an Auslieferungslager 3 60 ME (xi 3 = 60) 

an A.uslieferungslager 4 60 ME (X 14 = 60) 

Fabrik 2 liefert an Auslieferungslager 4 30 ME (X 24 = 30) 

Fabrik 3 liefert an Auslieferungslager 1 80 ME (x 3 i = 80) 

an Auslieferungslager 4 40 ME (x 3 4 = 40) 

Die iibrigen Xij-Elemente (der L-Felder) haben als Nichtbasisvariablen den Wert 
Null. 

b) Stepping-Stone-Methode 

Zur Erlauterung der Stepping-Stone-Methode — sie ahnelt in wesentlichen Punkten 
der MODI-Methode — gehen wir wieder von der nach Matrixminimumverfahren 
gefundenen zulassigen Basislosung aus (vgl. Tabelle 63, S. 118). Zunachst werden 
fur alle nicht besetzten Felder (L-Felder) der zulassigen Basislosung Kostendiffe- 
renzen dy gebildet. Diese Kostendifferenzen werden iiber Rundwege (Austausch- 
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pfade, Stepping-Stone-Pfade, Zick-Zack-Kurse ), die ausschlieBlich liber besetzte Fel- 
der (Basisvariablen) fiihren, berechnet. Die Kostendifferenzen geben Auskunft dar- 
iiber, ob ein bisher nicht belegtes Feld (Nichtbasisvariable) zu einer Verbesserung 
(Verminderung der Gesamttransportkosten) beitragen kann. Fur negative Kosten- 
differenzen (djj < 0) sind Verbesserungen moglich. Sind alle Kostendifferenzen 
positiv (d- >0), so liegt die optimale Losung vor ( Transportkriterium ). 1st d^ = 0, 
so existieren mehrdeutige Losungen ( Mehrfachlosungen ). Nach der ,, Steepest Unit 
Ascent“-Version (entsprechend bei der Simplexmethode) wird die Nichtbasisva- 
riable x-j mit dem minimalen Betrag der negativen Kostendifferenzen d^ in die 
Losung eingefiihrt. Eine andere Variable (eine bisherige Basisvariable) muB dafiir 
weichen. 

Da die Verbesserung moglichst groB sein soil, wird die neu einzufiihrende Variable 
xjj mit der grofitmoglichen Menge belegt. Aus der Nichtnegativitatsbedingung 
(xij ^ 0 fur alle i und alle j) ergibt sich, wie groB die Mengenanderung hochstens 
sein kann und welche Variable aus der Losung herauszunehmen ist. Dieses Verfah- 
ren wird solange wiederholt, bis alle Kostendifferenzen nichtnegativ sind (Itera- 
tionsverfahren). 

Die fur die L-Felder ermittelten Kostendifferenzen djj konnen links unten in die 
entsprechenden Felder der Nichtbasisvariablen eingetragen werden. Fiir die Berech- 
nung der Kostendifferenz dj2 ist der Austauschpfad in Tabelle 71 markiert: 



Tabelle 71: Matrix der Tran sportmeth ode mit Kostendifferenzen djj 



nach j 

von i 


1 


2 


3 


4 


ai 


1 




^ 50 




30 


23 


60 


30 




10 


22 


150 










7 


1 


2 




30 


40 






41 






47 






28 


30 




12 




11 




0 




3 


> 


t 


28 




26 




38 




12C 


21 


120 


-5 


4 




9 








b i 


80 


30 


60 


130 


300 



Die Belastung des Feldes i = 3, j = 1 mit einer Transportmengeneinheit fiihrt zu 
Mehrkosten von 28 Geldeinheiten (GE). Da die dritte Zeilengleichung erfiillt sein 
muB, ist das Mengenelement x 34 um eine Transportmengeneinheit zu entlasten. Das 
fiihrt zu einer Kostenersparnis von 21 GE. Damit die Gleichungen der Spalten j = 1 
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und j = 4 erfiillt werden, muE das Mengenelement x 14 um eine Mengeneinheit 
erhoht — Transportkostenzunahme 22 GE — und das Mengenelement x 31 um eine 
ME vermindert werden — Transportkostenersparnis 34 GE. Im Gesamtergebnis er- 
halten wir also durch den Austausch von einer Mengeneinheit auf diesem Stepping- 
Stone-Pfad die Kostendifferenz d 31 = 28 -- 2 1 + 22 — 34 = —5. Wiirde man also die 
Variable x 31 in die Losung aufnehmen, so wiirde das pro transportierte Mengenein- 
heit eine Kostenersparnis von 5 GE bedeuten. Maximal waren 50 ME auf diesem 
Pfad austauschbar (x 31 wiirde mit 50 ME fur x u in die Losung eingefiihrt). Die 
iibrigen Kostendifferenzen setzen sich wie folgt zusammen: 

d 22 = 41 - 23 + 34 - 40 = 12 

d 23 = 47 - 30 + 34 - 40 = 11 

d 24 = 28 - 22 + 34 - 40 = 0 

d 32 = 26 - 23 + 22 - 21 = 4 

d 33 = 38 - 30 + 22 - 21 = 9 

Die Losung (gem. Tabelle 71) weist noch eine negative Differenz (d 31 = — 5) auf, so 
daE noch Verbesserungsmoglichkeiten bestehen. In der ersten Iteration ist die 
Variable x 31 mit 50 ME in die Losung einzufuhren und dafiir xn aus der Losung 
herauszunehmen. 

Vergleicht man die Tabellen 71 und 68, so zeigt sich, daE die Kostendifferenzen djj 
der Stepping-Stone-Methode den Opportunitatskosten oqj der MODI-Methode ent- 
sprechen; lediglich die Berechnungsweise ist verschieden. Im iibrigen entspricht die 
Vorgehensweise nach der Stepping-Stone-Methode der nach der MODI-Methode. 
Im Vergleich zur Stepping-Stone-Methode ist die MODI-Methode die handlichere. 



C. Mehrdeutige Losungen 



Ein Transportproblem muE nicht immer eine eindeutige Losung haben. Es konnen 
mehrere optimale Losungen existieren. Man spricht dann von Mehrfachlosungen 
oder von mehrdeutigen Losungen. Eine Mehrfachlosung ist in der Matrix der Trans- 
portmethode dadurch gekennzeichnet, daE oc-Werte, die Nichtbasisvariablen zu- 
geordnet sind, den Wert Null haben. (Die oc-Werte, die Basisvariablen zugeordnet 
sind, haben immer den Wert Null.) Durch Hereinnahme einer Nichtbasisvariablen 
in die Losung, deren zugeordneter oc-Wert Null ist, andert sich das Kostenniveau 
nicht (Kostenanderung einer Iteration ist namlich: oc • A; als Beispiel sei auf 
Tabelle 74 verwiesen). Sind hingegen die zu einem freien Element (einer Nichtbasis- 
variablen) gehorenden oc-Werte in einem Programm ausnahmslos positiv, so exis- 
tiert nur eine einzige optimale Losung. 
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D. Offene Transportprobleme (fiktive Anbieter und Nachfrager) 



Die Anwendung der Transportmethode setzt ein gescblossenes Transportmodell vor- 

m 

aus. Es muB also das Gesamtangebot 2 aj der Gesamtnachfrage (dem Gesamtbe- 
n 

darf) 2 b; entsprechen. Bei praktischen Problemen diirfte diese Pramisse wohl 

j-l 

kaum erfiillt sein. Vielmehr herrschen in der Praxis die offenen Transportprobleme 
vor, bei denen Gesamtnachfrage und Gesamtangebot nicht iibereinstimmen. Dabei 
sind die Falle Nachfrage grofier als das Angebot oder Angebot grower als die Nach- 
frage denkbar. Jedes offene Transportproblem laftt sich durch Einfugen eines fik - 
tiven Anbieters bzw. Nachfragers in ein gescblossenes Modell umwandeln. 



1 . Fall 1 : A ngebotsmenge grofier als Bedarfsmenge 

In diesem Fall wird eine zusatzliche fiktive Bedarfsstelle in das Modell aufgenom- 
men, die genau die uberscbiissige Angebotsmenge aufnimmt. Man erganzt also die 
Matrix der Transportmethode um eine Nachfragespalte, die den Oberhang aus- 
gleicht. Die Vorgehensweise soil demonstriert werden an einem Beispiel, in dem 
eine Angebotsauswertung vorgenommen wird. Dieses Beispiel verdeutlicht auch die 
Vielfalt der Anwendungsmoglichkeiten der Transportmethode. 



Beispiel: 

Ein Warenhaus wiinscht folgende Posten an Damenkleidern einzukaufen: 



KleidergroBe 


34 


36 


38 


40 


42 


Menge in Stuck 


75 


100 


250 


350 


200 



Von drei verschiedenen Kleiderfabriken werden Angebote eingeholt. Die Hersteller 
bieten an, die nachstehenden Mengen an Kleidern liefern zu konnen: 



Kleiderfabrik 


A 


B 


C 


Angebotsmenge in Stuck 


420 


400 


380 



Die Angebotspreise je Kleidergrofte und Hersteller sind (in DM je Kleid): 



KleidergroBe 





34 


36 


38 


40 


42 




A 


100 


120 


140 


160 


180 


Hersteller 


B 


115 


140 


150 


180 


190 




C 


165 


180 


185 


190 


195 



Gesucht ist das kostenminimale Einkaufsprogramm fur das Warenhaus! 
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3 

Die Angebotsmenge 2 aj = 1.200 Stuck ist um 225 Stuck grofter als die Nachfrage- 
i= 1 
5 

menge mit 2 b; = 975 Stuck. Fiir diese Differenz wird eine fiktive Nachfrage fiber 

j =1 

225 Stuck Kleider eingefuhrt. Da es fur die fiktive Nachfrage gleichgiiltig ist, vonwel- 
chem Hersteller sie gedeckt wird, konnen die Kostenelemente in dieser fiktiven 
Spalte gleich groft sein. Es ist am einfachsten, wenn alle diese Kostenelemente 
gleich Null gewahlt werden. Dann bildet sich die optimale Losung nur in Abhan- 
gigkeit der tatsachlichen Angebotspreise. Unter Verwendung des Matrixminimum- 
verfahrens — dabei ist die Spalte der fiktiven Nachfrage erst zu belegen, wenn die 
anderen Spalten erfullt sind — ergibt sich folgende zulassige Ausgangslosung: 



Tabelle 72: Ausgangslosung des Einkaufsprogramms nach Matrixminimumverfahren (mitPoten- 
tialen und Opportunitatskosten) 



\ 

Her 

stel- 

ler 


Kleider- 

groBe 


34 


36 


38 


40 


42 


fiktive 

Nachfrage 




X \ Vj 
u i X. 


100 


120 


140 


170 


180 


-15 


A 


0 


1 100 
75 


| 120 
100 


-A |_140 

245 


+ A 


160 


I 180 

u_ 


L_o_ 

Is - ] 


420 


-10 | 


B 


10 




115 




140 


1 

+ A 


150 


-A 


180 




190 




0 


400 






7^1 




5 




350 


45 








C 


15 




165 




180 




185 




190 




195 




0 


380 


















155 




225 


50 


45 


30 


5 






b i 


75 


100 


250 


350 


200 


225 


1200 



Diese Ausgangslosung hat folgende Einkaufskosten: 

K x = 75 • 100 + 100 • 120 + 245 • 140 + 5 • 150 + 350 • 180 + 45 • 190 + 155 • 195 
+ 225 -0 

Ki = 156.325 GE 



Der negative Opportunitatskostenwert OC14 = — 10 zeigt an, daft diese Ausgangs- 
losung verbesserungsfahig ist. Das Feld i = 1, j = 4 wird mit der Menge A belegt. 
Entsprechend wird das Feld i = 1, j = 3 um die Menge A vermindert, das Feld i = 2, 
j = 3 um die Menge A erhoht und das Feld i = 2, j = 4 um die Menge A vermindert, 
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damit das Gleichungssystem wieder erfiillt ist. Da xi 3 = 245 der minimale Wert der 
im Zyklus zu vermindernden Variablenwerte ist, wird A = 245 Stuck gesetzt. 

Fiir die Losung nach der ersten Iteration reduzieren sich die Einkaufskosten auf: 

K 2 = K x + 0C14 • A = 156.325 - 10 • 245 
K 2 = 153.875 GE 

Die neue Losung nach der ersten Verbesserung lautet: 



Tabelle 73: Matrix der Transportmethode nach der ersten Iteration (mit Potentialen und 
Opportunitatskosten) 



\ 


Kleider- 

grofte 


34 


36 


38 


40 


42 


fiktive 

Nachfrage 


a i 


Her- 

stel- 

ler 


v j 

u . N. 


100 


120 


1 30 


160 


170 


25 








-A 




100 




n 


120 






140 


+ A 




160 




180 




0 




A 


0 




75 






100 


10 








245 




To] 








420 






+ A 




115 






140 






150 


-A 




180 




.90 




0 




B 


20 








0 


L 






2 50 




105 




45 




5 | 




400 










165 






180 






185 




n 


190 


~i 


195 




0 




C 


25 


























155 




225 




. 380 






40 






35 






30 






5 


_ 














b j 


75 


100 


250 


350 


200 


225 


1200 



Die Einkaufskosten dieser Losung betragen: 

K 2 = 75 • 100 + 100 • 120 + 245 • 160 + 250 • 150 + 105 • 180 + 45 • 190 + 
+ 155 • 195 + 225 • 0 = 153.875 GE 

Auch diese Losung ist wegen oc 2 i = — 5 noch nicht optimal. x 2 i wird mit der 
Menge A in die Losung aufgenommen. x\\ wird entsprechend um A vermindert, X14 
um A vermehrt und schlieftlich x 2 4 um A verkleinert. Das Gleichungssystem ist 
dann wieder erfiillt. Da x\\ = 75 der minimale Wert der im Zyklus zu vermindern- 
den Variablenwerte ist, wird hier A mit 75 Stuck ermittelt (xn scheidet aus der 
Losung aus). Fiir die Losung nach der zweiten Iteration reduzieren sich die Ein- 
kaufkosten auf: 

K 3 = K 2 + oc 2 1 • A = 153.875 - 5 • 75 
K 3 = 153.500 GE 
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Die Losung nach der zweiten Verbesserung lautet: 



Tabelle 74: Matrix der Transportmethode nach der zweiten Iteration — Optimallosung 



Kinder 
\ grofie 


34 


36 


38 


40 


Ifikrive 

42 Nachtrage 

1 


a, 


Her- 

stel- 

ler 


u > 


95 


120 


130 


160 


170 


-25 


A 


0 


1 100 
5 I 


A 1 120 
100 




1 140 


+ A 1 160 

320 


1 180 




420 


10 




25 


B 


20 




115 


+ A 


140 




150 


-A 1 180 
30 




190 


Li 

^1 


400 


75 




0 






250 




45 




C 


25 




165 




180 




185 


190 




195 


0 


380 




















155 


225 


45 


35 




30 




5 




b j 


75 


100 


250 


350 


200 


225 


1.200 



Die Einkaufskosten dieser Losung betragen: 

K 3 = 100 • 120 + 320 • 160 + 75 • 115 + 250 • 150 + 30 • 180 + 
+ 45 • 190 + 155 • 195 + 225 -0 
K 3 = 153.500 GE 



Da alle Opportunitatskosten (oc-Werte) nichtnegativ sind, handelt es sich um ein 
kostenminimales Einkaufsprogramm (Optimallosung) . 

Das optimale Einkaufsprogramm lautet (Liefermenge in Stuck): 





34 


KleidergroBe 
36 38 


40 


42 




A 




100 




320 




Hersteller 


B 


75 




250 


30 


45 




C 










155 



Die Angebotsmenge des Herstellers C von 380 Stuck Damenkleidern wird also nur 
mit 155 Stuck in Anspruch genommen. Der oc-Wert in dem freien Feld (L-Feld) der 
zweiten Zeile und zweiten Spalte ist Null ( 0 C 22 = 0)- Dies deutet darauf hin, daft 
mehrere optimale Losungen existieren ( Mehrfachlosungen ). X 22 konnte mit einer 
Menge A (0 < A < 30) in die Losung aufgenommen werden. Entsprechend ware x \2 
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um die Menge A zu vermindern, X 14 um die Menge A zu vergroftern und X 24 um die 
Menge A zu verkleinern (vgl. Markierung in Tabelle 74). Das System der Nebenbe- 
dingungsgleichungen ware dann wieder erfiillt. 

2. Fall 2: Bedarfsmenge grofier als Angebotsmenge 

Es liegt auf der Hand, daft in diesem Fall der Ausgleich iiber ein zusatzliches Ange- 
bot in dem Modell erreicht wird. Es wird eine weitere Angebotszeile in die Matrix 
der Transportmethode aufgenommen, die die Ubernachfrage ausgleicht. Dabei kann 
es sich um eine reale Vergrofterung des Angebotes (wie etwa Zukauf, Einfuhrung 
von Oberstunden) handeln oder auch nur um ein fiktives Angebot. Dem fiktiven 
Angebot waren als Einheitskosten Nullelemente zuzuordnen. Aus dem optimalen 
Programm geht dann hervor, fur welchen Bedarfsort (oder welche Bedarfsart) der 
Bedarf nicht oder nicht voll gedeckt wird. 



E. Transportprobleme mit zusatzlichen Kapazitatsbeschrankungen 



Es kann sein, daft die zu transportierenden (zuzuordnenden) Mengen auf einigen 
Transportverbindungen (Zuordnungsmoglichkeiten) unterhalb gewisser Schranken 
bleiben miissen. Wir betrachten zunachst den einfachen Fall, daft bestimmte Trans- 
portverbindungen (Zuordnungsmoglichkeiten) nicht benutzt werden diirfen (xjj = 0 ). 
Die Behandlung solcher zusatzlicher Kapazitatsbeschrankungen soli erortert werden 
an einem Beispiel aus dem Bereich der Maschinenbelegungsplanung: 

Ein Industriebetrieb fertigt vier Produktarten Pj (j = 1, 2, 3, 4). Diese vier Produkt- 
arten konnen auf drei Maschinentypen M, (i = 1,2, 3) sukzessiv hergestellt werden. 
Der Deckungsbeitrag je Mengeneinheit (ME) ist je nach Typ der benutzten Maschi- 
nen verschieden. Die nachstehende Tabelle zeigt die wochentlich zu deckende Nach- 
frage und die benotigten Fertigungszeiten je Mengeneinheit und Produktart: 



Produktart 


Nachfrage je Woche 
in ME 


Erforderliche Maschinenzeit in 
Stunden je ME 


Pi 


40 


40 


p 2 


100 


15 


pj 


80 


20 


p 4 


180 


10 



Die Maschinen konnen 50 Stunden je Woche (Planperiode) eingesetzt werden. Vom 
Maschinentyp Mj stehen 20 Maschinen, vom Typ M 2 stehen 80 Maschinen und 
vom Typ M 3 stehen 40 Maschinen zur Verfiigung. 

Die geplanten Verkaufspreise fiir die einzelnen Produktarten sind: 

Pi 600 DM/ME P 3 400 DM/ME 

P 2 200 DM/ME P 4 100 DM/ME 
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Die proportionalen Kosten in Abhangigkeit vom Maschinentyp betragen: 



Maschinentyp 


Produktart 


proportionale Kosten in DM/ME 




Pi 


440 




p 2 


155 


Mi 


p 3 


360 




P4 


65 




Pi 


480 




p 2 


170 


m 2 


P3 


360 




p 4 


60 




Pi 


500 




p 2 


140 


m 3 


P3 


360 




p 4 


80 



Gesucht ist das optimale (deckungsbeitragsmaximale) Maschinenbelegungspro- 
gramm! 

Zunachst wird die in einer Woche nachgefragte Menge an Maschinenstunden ermit- 
telt (Nachfrage je Woche mal erforderliche Maschinenzeit in Stunden je ME): 

fur Pj: bj = 40 • 40 = 1 .600 Maschinenstunden 

P 2 : b 2 = 100 • 15 = 1.500 Maschinenstunden 

P 3 : b 3 = 80 • 20 = 1.600 Maschinenstunden 

P 4 : b 4 = 180 • 10 = 1.800 Maschinenstunden 



Das Angebot an Maschinenstunden je Woche ergibt sich aus 50 Stunden je Woche 
mal Anzahl an verfiigbaren Maschinen: 

Mi: ai = 1.000 Maschinenstunden 

M 2 : a 2 = 4.000 Maschinenstunden 

M 3 : a 3 = 2.000 Maschinenstunden 

Die Deckungsbeitrage gjj (i = 1, 2, 3; j = 1,2, 3, 4) in DM je Maschinenstunde sind: 
(Preis in DM/ME minus proportionale Kosten in DM/ME) dividiert durch die erfor- 
derliche Maschinenzeit in Stunden je ME. Die Deckungsbeitrage sind rechts oben in 
den Feldern der nachstehenden Matrix der Transportmethode eingetragen. Die zu- 
lassige Ausgangslosung ist nach VAM ermittelt: 
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Tabelle 75: Matrix der Transportmethode — zulassige Ausgangslosung nach VAM, die zugleich 
Optimallosung ist 



\ 


Produkt- 

art 


Pi 


P 2 


P3 


P4 


fiktive 

Nachfrage 


a i 


Maschi- 

nentyp 


X "\ j 

u i 


4 


5 


3 


5 


1 




0 




4 




3 




2 




3,5 




0 


1000 


1000 
























2 




1 


1,5 




1 




m 2 


-1 




3 




2 


-A 


2 




4 


+A 


0 


4000 


600 


2 






1600 




1800 


0 


L_ 




m 3 


-1 




2,5 




4 


+ A 


2 




2 


-A 


0 


2000 






1500 


B-Feld 










500 




0,5 








11 






b i 


1600 


1500 


1600 


1800 


500 


7000 



In der vorstehenden zulassigen Ausgangslosung (nach VAM ermittelt) ist das iiber- 
schiissige Angebot an Maschinenstunden durch eine fiktive Nachfrage von 500 Ma- 
schinenstunden ausgeglichen. Da es sich um ein Maximierungsproblem handelt, er- 
geben sich die Opportunitatskosten als die Differenzen — gij fur alle L-Felder 

(Zjj = Uj + Vj). 



Eine Maxim ierungsaufga be kann auch dadurch gelost werden, daft man sie in eine Minimierungs- 
aufgabe iiberfiibrt. Das kann erreicht werden durch die Bildung einer Komplementarmatrix mit 
den Elementen pjj zur Matrix der Deckungsbeitrage mit den Elementen gjj, d.h. durch die Er- 
ganzung der Werte der Deckungsbeitrage auf einen entsprechend hoch gewahlten Wert q. Es ist 
also: Pij = q - gij. 

Man hat es dann mit einer Minimierungsaufgabe, d.h. einer dualen Aufgabe zur Maximierungs- 
aufgabe zu tun. Die duale Losung (des Minimierungsproblems) gibt die deckungsbeitragsmaxi- 
male Losung wieder: 

^max = x ij c l — ( x ijPij) 

^max = x ij * Sij 

Dabei sind mit xjj die Verteilungsmengen der Optimallosung bezeichnet (vgl. Angermann, A 
1963, S. 184). 

Das hier in Tabelle 75 dargestellte Problem ist degeneriert. Zur Behebung der Dege- 
neration wurde das Feld i = 3, j = 3 mit einer Null als Basisvariablenwert (X 33 = 0) 
belegt (gekennzeichnet als B-Feld). Da alle oc-Werte — die links unten in den Fel- 
dern der Matrix der Transportmethode angegeben sind — nichtnegativ sind (Trans- 
portkriterium), ist bereits eine Optimallosung erreicht. Ein oc-Wert ist Null ( 0 C 25 = 
0). Dies zeigt an, daft alternative Optimallosungen (Mehrfachlosungen) existieren. 



136 




X25 konnte mit einer Menge A (0 < A < 500) in die Losung aufgenommen werden. 
Entsprechend ware X35 um A zu vermindern, X33 um A zu vergroBern und schlieft- 
lich X23 um A zu verkleinern. Das Gleichungssystem ware dann wieder erfiillt. 

Der maximale Gesamtdeckungsbeitrag der Losungen betragt: 

G = 1.000 • 4 + 600 • 3 + 1.600 • 2 + 1.800 • 4 + 1.500 • 4 
G = 22,200 GE 

Das Optimalprogramm lautet: 

Tabelle 76: Ergebnisdarstellung 



Maschi- 


Produkt- 


eingesetz- 


Mengen- 


propor- 


geplante 


geplante 


Anzahl 


nentyp 


art 


te Ma- 


einheiten 


tionale 


Erlose 


Dek- 


der einge- 






schinen- 


der Pro- 


Kosten 


in DM 


kungs- 


setzten 






stunden 


duktarten 


in DM 




beitrage 
in DM 


Maschinen 


M x 


Pi 


1.000 


25 


11.000 


15.000 


4.000 


20 




Pi 


600 


15 


7.200 


9.000 


1.800 


12 


m 2 


p 3 


1.600 


80 


28.800 


32.000 


3.200 


32 




p 4 


1.800 


180 


10.800 


18.000 


7.200 


36 


m 3 


p 2 


1.500 


100 


14.000 


20.000 


6.000 


30 




,,fiktive 

Nach- 

frage“ 


500 






- 


- 


10 

Maschi- 
nen Uber- 
schuB- 
kapazitat 



Abwandlung des Beispiels: zusatzliche Kapazitatsbeschrankungen 

Es wird angenommen, daft Produktart Pi nicht auf Maschinentyp M2 gefertigt wer- 
den kann. Das bedeutet, daft nur solche Programme zulassig sind, bei denen X21 = 0 
ist. Das Problem laftt sich auf einfache Weise losen, indem wir den Deckungsbeitrag 
g2i verandern, und zwar ersetzen wir den urspriinglichen Wert 3 durch einen sehr 
kleinen Wert. Da die Transportmethode hier zum Ziele hat, das Programm mit dem 
maximalen Deckungsbeitrag zu bestimmen, bedeutet dieser Schritt einen „automa- 
tischen Anreiz“, einen positiven Wert fur X21 zu vermeiden ( Kreko , B., 1970, 
S. 3 1 ff.). Der sehr kleine Wert als Deckungsbeitrag, der einfach mit — M bezeichnet 
wird, braucht numerisch nicht bestimmt zu werden. Wir sehen — M als eine Zahl an, 
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die so klein ist, daft sie praktisch unverandert bleibt, wenn sie um eine endliche Zahl 
vergroftert oder verkleinert wird. Wird das bekannte Verfahren angewendet, so er- 
halten wir: 



Tabelle 77: Matrix der Transportmethode — zulassige Ausgangslosung nach VAM mit Kapazi- 
tatsbeschrankung X 2 i = 0 — zugleich Optimallosung 





Produkt- 

art 


Pi 


P2 


P3 


P 4 


fiktive 

Nachfrage 


a, 


Maschi- 

nentyp 


\ v j 
UiN \ 


4 


5,5 


5,5 


7.5 


3,5 


A 


0 




4 




3 




2 




3,5 




0 


1000 


1000 
























2,5 


3,5 




4,0 




3,5 




B 


-3,5 


M 


-M 




2 




2 








0 


4000 




100 


1600 




1800 


500 


C 


-1,5 




2,5 




4 




2 




2 




0 


2000 


600 


1400 






















2,0 




4,0 




2,0 




b i 


1600 


1500 


1600 


1800 


500 


7000 



Die zulassige Ausgangslosung nach VAM hat einen Gesamtdeckungsbeitrag von: 

G = 1.000 • 4 + 100 • 2 + 1.600 • 2 + 1.800 • 4 + 600 • 2,5 + 1.400 • 4 
G = 21.700 GE 

Da keine negativen Opportunitatskosten vorhanden sind (oqj > 0), ist die Opti- 
mallosung erreicht, so daft der Deckungsbeitrag von 21.700 GE G max ist. Die zu- 
satzliche Kapazitatsbeschrankung (x 2 \ = 0) hat mithin eine Verschlechterung des 
Ergebnisses um 500 GE bewirkt (vgl. Tabelle 76). 

Es kann auch vorkommen, daft mehrere Verbindungen nicht besetzt werden durfen. 
In diesem Fall miissen wir bei der Maximierungsaufgabe mehrere gjj durch sehr 
kleine Werte (— M) und bei der Minimierungsaufgabe mehrere Kostenelemente qj 
durch sehr grofte Werte (M) ersetzen. Die Behandlungsweise entspricht der oben 
beschriebenen. Es kann dabei passieren, daft ein positives xjj auf irgendein — M bzw. 
M programmiert wird. Dies wiirde dann bedeuten, daft die betreffende Einschran- 
kung nicht erfullt werden kann, die Aufgabe keine Losung hat. 

Schwieriger ist die Behandlung von Kapazitatsbeschrankungen mit oder 
-Bedingungen. 
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Nehmen wir in der obigen Aufgabenstellung (Tabelle 75) an, daft aus irgendwelchen 
Griinden fur Produktart Pi hochstens 400 Maschinenstunden des Maschinentyps M 2 
eingesetzt werden dtirfen, so lautet die Kapazitatsbeschrankung : 

x 2i ^ 400 

Diese Aufgabe kann nicht mehr durch eine Veranderung des Deckungsbeitrages g 2 i 
gelost werden. 

Das zulassige Ausgangsprogramm konstruieren wir nach einem der besprochenen 
Verfahren, z.B. nach VAM. Doch sind dabei gewisse Abweichungen notwendig. Als 
erstes beginnen wir bei dem Element X 21 , dem die gegebene obere Schranke zuge- 
ordnet wird, d.h. X 21 = 400. 

Dadurch ist dieses Element gesdttigt. Dann modifiziert man die Aufgabe mit dieser 
Menge an Maschinenstunden, d.h. man setzt a 2 = 4.000 — 400 = 3.600 und bi = 
= 1.600 — 400 = 1.200 und fiihrt die weiteren Rechnungen durch. Der Deckungs- 
beitrag g 2 i wird dabei mit einem sehr kleinen Wert (-M) belegt, damit nicht weite- 
re Maschinenstunden auf das Mengenelement X 21 programmiert werden: 



Tabelle 78: Matrix der Transportmethode — zulassige Ausgangslosung nach VAM mit Kapazi- 
tatsbeschrankung x 2 l < 400 — zugleich Optimallosung 



Produkt- 

art 


Pi 


P 2 


P3 


P4 


fiktive 

Nachfrage 




Maschi- 

nentyp 




4 


5,5 


3,5 


5,5 


1,5 


A 


0 


EH 

1000 




L_l 








Tm 


1 


0 


1000 


2,5 




1,5 




2,0 




1,5 


B 


-1,5 


I -M 




2 




2 




4 




0 


3600 


M 


2,0 






1600 


1800 


200 


c' 


-1,5 


2,5 




4 




2 




2 




0 


2000 


200 


1500 














300 




0 




2,0 






b i 


1200 


1500 


1600 


1800 


500 


6600 



In dieser Losung ist der Deckungsbeitrag g 2 i gleich — M gesetzt. Damit ist sicherge- 
stellt, daft keine weiteren Maschinenstunden (X 21 ist bereits mit 400 Maschinen- 
stunden gesattigt) X 21 zugeordnet werden. Da alle Opportunitatkosten nichtne- 
gativ sind, ist die gefundene Losung fur X 21 = 400 optimal (wegen OC 33 = 0 existie- 
ren mehrere optimale Losungen). Der maximale Gesamtdeckungsbeitrag betragt: 

G = 1000 • 4 + 1600 • 2 + 1800 • 4 + 200 • 2,5 + 1500 • 4 + 400 • 3 (das bereits 
vorweg belegte Element X 21 mal g 2 i) 

G = 22.100 GE 
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Es ware nun zu priifen, ob X 21 die obere Schranke mit 400 Maschinenstunden oder 
aber weniger anzunehmen hat. Es handelt sich um eine postoptimale Betrachtung 
des Problems, so daE sich aus Tabelle 75 plausibel ableiten laEt, daE X 21 = 400 zu 
sein hat, da die Optimailosung ohne zusdtzliche Kapazitatsbeschrankung X 21 mit 
600 Maschinenstunden aufweist. 



IX. Zuordnungsproblem 



A. Grundlegung 



Das Zuordnungsproblem (Assignment Problem, Ernennungsproblem ) ist ein Sonder- 
fall des Transportproblems. Es unterscheidet sich vom Transportproblem dadurch, 
daE alle Angebots- und Bedarfsmengen gleich Eins sind und die Zahl der Anbieter 
gleich der Zahl der Nachfrager ist (quadratische Matrix). Bei dem Zuordnungspro- 
blem handelt es sich um die optimale Zuordnung von n Einsatzgrofien aufn Aufga- 
ben (z.B. Zuordnung von Personen zu Tatigkeiten, Maschinen zu Auftragen, Flug- 
zeugen zu Fluglinien, Reisenden zu Verkaufsbezirken, Personen zu Abteilungen, 
Fahrzeugen zu Garagen, Personen zu Personen). 

Die Variablen Xjj konnen also nur die Werte Null oder Eins annehmen: 

Xij = 1 heiEt: Zuordnung der i-ten EinsatzgroEe zur j-ten Aufgabe; 
xy = 0 heiEt: keine Zuordnung. 

Mit den Symbolen des Transportproblems ergibt sich folgender mathematischer Mo- 
dellansatz: 

Zielfunktion: 



n n 



Minimiere bzw. maximiere K bzw. G = V V q; 




i=i j=i 


unter den Nebenbedingungen 


11 

X 

<=C — 


(fur j = 1, 2, . . . , n) 


i= 1 




n 




£ = 1 


(fiir i = 1, 2, . . . , n) 


j=i 




x^ = 0 oder 1 


(fur i, j = 1, 2, . . . , n) 
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Je nachdcm, ob es sich um eine Minimierungs- oder Maximierungsaufgabe handelt, 
bedeuten die Bewertungsfaktoren cjj Kosten oder Deckungsbeitrage je Mengen- 
einheit. 

Die Anwendung des sog. Transportalgorithmus auf das Zuordnungsproblem bereitet 
Schwierigkeiten. Da beim Zuordnungsproblem nur n Zuordnungen (n B-Felder) er- 
laubt sind, gegeniiber 2n — 1 erforderlichen bei der Transportmethode, liegt mehr- 
fache Degeneration vor. 

Zur Losung des Zuordnungsproblems sind spezielle Losungsansatze entwickelt 
worden. 



B. Ungarische Methode 



Die Ungarische Methode - auch FLOOD'sche Zurechnungstechnik genannt 
( Churchman , C. W. u.a., 1971, S. 319) — , die an einem Zahlenbeispiel erlautert wer- 
den soli, benutzt zur Bestimmung der Zuordnung mit minimalen Kosten lediglich 
die Matrix der Kostenkoeffizienten qj (Bewertungsmatrix). 

Die Ungarische Methode geht in ihrem Rechenverfahren auf H. KUHN zuriick und beruht auf 
einem Satz, der von den ungarischen Mathematikem D. KONIG und E. EGER VARY formuliert 
wurde. Der Satz besagt: ,,Fiir jede beliebige quadratische Matrix, deren Elemente teils Null, teils 
von Null verschiedene positive Zahlen sind, ist die minimale Anzahl der Decklinien gleich der 
maximalen Anzahl der unabhangigen Punkte“ (Jandy , G., 1967, S. 74). 



1. Beispiel: Schaufensterzuteilung 

Ein Warenhaus sei nach Warengruppen in sieben Verkaufsabteilungen Vi, V 2 , • • • > 
V 7 gegliedert. 1m Sinne der ,,pretialen Lenkung“ (E. SCHMALENBACH) erfolgt 
fur die Verkaufsabteilungen eine Ergebnisrechnung mit Erfolgsbeteiligung der je- 
weiligen Belegschaftsmitglieder. Dem Warenhaus stehen nur fiinf Schaufensteran- 
lagen Si , S 2 , . . , S 5 zur Verfugung, die in ihrer Werbewirkung, bedingt durch Lage, 
Grofte etc., unterschiedlich eingeschatzt werden und sich fur die Ausstellung der 
Waren der einzelnen Verkaufsabteilungen verschieden gut eignen. Den einzelnen 
Verkaufsabteilungen wurden die verfugbaren Schaufensteranlagen bisher von der 
Unternehmensleitung zugewiesen. Dies hatte zu Problemen zwischen den einzelnen 
Verkaufsabteilungen und der Unternehmensleitung gefiihrt. Die Unternehmenslei- 
tung will nun die Schaufensteranlagen den Verkaufsabteilungen ,,vermieten“, d.h. 
die Verkaufsabteilungen sollen kiinftig eine kalkulatorische Miete fur die Oberlas- 
sung der Schaufensteranlagen angelastet bekommen (mit einer entsprechenden Wir- 
kung auf das Abteilungsergebnis). Die Hohe der zu verrechnenden kalkulatorischen 
Miete wird jedoch nicht durch die Unternehmensleitung autoritar festgesetzt, son- 
dern soil das Ergebnis von Angebot und Nachfrage sein. Dazu werden die Verkaufs- 
abteilungen aufgefordert, entsprechende Angebote liber die Schaufensteranlagen ab- 
zugeben. Fiir die Zuteilung der Schaufensteranlagen ist jedoch absprachegemaft 
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